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Champ de vitesses 

Pression 

Champ électrique 

Champ magnétique induit 

Champ magnétique résultant 

Densité de courant 

Frontière intérieure (paroi) 

Frontière extérieure (rejetée à 1 ' inf h i )  

Domaine d 'étude de 1 'écoulement 

Frontière de n_ 

Vitesse infinie 

F a q ~  magnétique à 1 'infini 

Force de volume 

Permittivité magnétique 

Normale extérieure d 'une frontière 
-, 3 

Tangente directe ( n . t > o 3 d'une frontf ère 

Conductivité électrique 

Champ électrique de rgférence 

Longueur de référence 



Masse volumique 

R, Nombre de Reynolds magnétiques 

z Paramètre d'interaction 

E Paramètre : - ER 
Bo u, 

6 Rayon du cylindre 

6 Fonction de courant, fonction de potentiel 
Cp Coefficient de pression 

fl Nombre de HAR'IMAN 
4 

Vecteur tourbillon 

4 ($1 Potentiel complexe de 1 lécoulement 





En 1975, JP. PETIT et M. VITON imaginent un champ de force de Laplace 
particulier qui, lié à un cylindre placé dans un écoulement supersonique de fluide 
conducteur, aurait la propriété de supprimer ou de diminuer très fortement l'inten- 

sité de 1 'onde de choc en front d'obstacle. Ils basent leur argumentation sur une 

expérience d'analogie hydraulique au cours de laquelle ils montrent que le champ 

de force en question supprime l'onde d'étrave d'un cylindre placé dans un écoule- 
ment bidimensionnel de fluide conducteur. 

L'expérience reprise en 1981 à lfENSAE confirme la disparition de 

l'onde d'étrave et montre une influence du champ de force sur les lignes de cou- 

rant : par rapport à l'écoulement potentiel, celles-ci sont écartées 9 l'amont du 
cylindre et ressérrées vers l'aval. 

La modélisation de cet écoulement M.H.D. fut abordée en 1982 par 
F. JEAN et E. BERNARD, au cours de leur projet de fin d'études de 1'ENSAE . Ils 
montrent quehm le cadre d'un écoulement bidimensionnel autour d'un cylindre de 
longueur infinie conduisant à une confipration bidimensionnelle du champ électri- 

que, le champ de force est irrotationnel . Seul le champ des pressions est modifié 
car en tout point le gradient de pression est équilibré par le champ de force de 

volume, la vitesse restant inchangée. Par rapport à la pression de 1' écoulement 

potentiel, celle-ci est abaissée en amont et augmentée en aval ; l'effet global 

est l'apparition d'une force propulsive, mais le modèle ne rend pas campte de la 

modification des lignes de courant. 



L'objet du présent travail est précisément de modéliser cette action 

du champ de forces sur les lignes de courant. Il est nécessaire pour cela de con- 
sidérer une force non- irrotationnelle qui, ne pouvant plus de ce fait équilibrer 

le gradient de pression, entraîne une modification des lignes de courant. 

Ainsi, après avoir exposé dans le premier chapitre les principes de 

la géométrie du champ de forces, les équations générales, les travaux antérieurs 

et leurs acquis, le deuxième chapitre présente les hypothèses actuellement faites 

pour tenir compte des effets tridimensionnels électriques et magnétiques dans le 

cadre de la linéarisation des équations du fluide parfait bidimensionnel par dou- 

ble développement asymptotique. 

Le troisième chapitre est consacré à la méthode numérique "éléments 

finis" utilisée pour résoudre les équations linéarisées aux différents ordres ainsi 

qu'à l'exposé des résultats obtenus dans les différentes configurations de position 

des électrodes. 

Les résultats sont en bon accord avec les observations qualitatives 

expérimentales. 





Des expériences ont montré que l 'action d'un champ de force de Laplace 
+ - +  

particulier,  de l a  forme J B (J : ensemble de tous l es  courants agissant sur l e  

fluide, if : résultante des champs magnétiques) , l i é  à un cylindre placé dans un 

écoulement supersonique de fluide conducteur, diminuerait fortement 1 ' intensité 

de 1 'onde de choc. 

Cette argumentation e s t  basée sur une expérience d'analogie hydrauli- 

que au cours de laquelle on montre que l e  champ de force en question supprime 

l'onde d'étrave d'un cylindre placé dans un écoulement bidimensionnel incompres- 

sible de fluide conducteur, e t  modifie les  lignes de courant. Par rapport à l'écou- 

lement à potentiel, celles-ci sont écartées à l'amont du cylindre e t  reserrées 

vers l 'aval.  

2.1 . EQUATIONS HYDRODYNAMIQUES 

D'une manière générale, l e  mouvement d'un fluide e s t  régi par l es  équations 
de WVIER STOKES. Soit : 

Eauation de continuité 



Eauation de auantité de mouvement 

-* 
02 e F représente l'action des forces de volume. 

Dans le cas particulier de 1 'écoulement stationnaire incompressible d'un fluide 

parfait, ces équations, connues sous le nom d1 équations d' EULER, deviennent : 

-L 

a div V = O 

2.2, EQUATIONS DE LIELECmNGNETISE 

Elles sont régies par les équations de MAXWELL : 

--b -s 2 ;  
xrot E =  - -  

3t 
- 4  

e 

x rot B = p  ' 

et par la loi dlOhm généralisée : 

3 
x J =  r (É+V,B) 

Pour obtenir ces équations, il suffit de coupler le problème hydrodynamique 
et électromagnétique. Les équations deviennent en fluide parfait : 



qui peut encore s'écrire sous la forme : 

--, + + 
x (3) : rot E = O div E = O - -  -. 
x (4) : rot B = p, J = p, 6 (r+Y,, z) 

+ 
2 (5) : div B = O 

On traduit donc dans l'équation (2) l'interaction d'un courant électrique et 

d'un champ magnetique sur chaque unité de volume fluide. 

Afin d ' évaluer 1 ' importance relative des différents termes dans les équations, on 
introduit les grandeurs adimensionnelles suivantes : 

Les équations s'écrivent alors : 



Ces équations font apparaitre 3 paramètres (1, Rm, a dont on montre facilement 
qu'ils sont indépendants, avec : 

x 1 = 
a- 6. Eq L 

: paramètre d'interaction qui fixe l'ordre de la 
c c force perturbatrice par rapport à la quantité de 

mouvement du fluide. 

x Rm = PO CJ- L : nntibre de Reynolds magnétiques. 

x ~ =  ER : fixe l'ordre de grandeur du courant dfi au champ 
60 % électrique à celui induit par le champ magnétique. 

En combinant les équations (3), (4) , (5) et (6) , on obtient la relation classique 
régissant l'action d'un ch- magnétique sur un fluide conducteur, soit en régime 
stationnaire : 

cette équation étant analogue en hydrodynamique à l'équation du troubillon en 

régime stationnaire. 

4 t- où Re est le nombre de Reynolds Rej = - 
Y 

Le nombre de Reynolds magnétiques &, qui représente, par analogie avec le 
Reynolds hydrodynamique, le rapport du terme de convection de B à celui de diffusion 

de B, nous permet de définir deux grandes classes de problèmes en M.H.D. : 

2 Rm << 1 : régime à diffusion prépondérante ; 1 'ordre de grandeur des 

courants électriques est tel que le champ magnétique est peu 

perturbé par les courants. 



x %73 1 : régime à convection prépondérante. Le champ magnétique 

apparaît comme convecté par 1 ' écoulement du fluide (hypo - 
thèse du champ gelé). 

r, 

D'autre part, en remplaçant J et P par leur fome adimensionnelle respec- 

tives dans 1 ' équation de la dynamique : 

on fait apparaitre : le nombre de HARïMANN. M : 

qui fixe l'ordre de grandeur relatif des forces de Laplace et des forces de 

viscosité. On remarque que le paramètre d'interaction 1 défini précédemment 

s'exprime en fonction de M : 

3.1 .l. Cadre général de 1 'étude 

Ces travaux concernent l'écoulement bidimensionnel stationnaire et in- 

compressible d'un fluide parfait autour d'un cylindre isolant possédant deux 

électrodes de potentiels opposés, disposées de façon symétrique par rapport à 

l'axe du cylindre, le tout étant placé perpendiculairement au plan de 1 'écou- 

lement. De plus, dans la région entourant le cylindre, on impose un champ ma- 



4 
gnétique Bo constant dont la direction est parallèle aux génératrices du cylindre. 

3.1.2. Hypothèses supplêmentaires et mise en équations du problème 

Dans toute notre étude, nous nous plaçons dans le cas 02 Rm 4( 1 , c 'est 
4 + 

à dire dans un régime à diffusion prépondérante. D'autre part, on néglige Y 6 
car le paramètre est tel que : E (< 1. 

Le champ magnétique créé par l'ensemble des courants agissant sur le 

fluide devient de ce fait une perturbation devant Bo. 

Le système général df équations devient alors : 

-9 -4 - e avec eR = 6, +aiL 



A-., a 
x rot E = O div Ë = O 

d -3 

z rot Bi = po 3 = p. 6 E 

Pour une vitesse à l'infini imposée, le type d'écoulement dépend du terme 

source de forces extérieures 7 ,, B qu' il faut déterminer d'abord en calculant ?, 
4 

ensuite en calculant Binduit par cette distribution de courant. 

3.1 .3. Charm, mamétiaue et c b  électriaue 

Charrq! électrique - - - -  - - ------  - -  
On calcule ici le champ électrique créé en tout point de l'espace 

par deux conducteurs rectilignes infiniment longs, portés respectivement aux po- 
+ 

tentiels - V. Le calcul est effectué en Annexe 1. 

On obtient : 

que 1 ' on peut écriye en coordonnées cartésiennes : 



0 C h q  magnétique induit - - - -  --- ---- - -----  - --  
Il s'agit du champ magnétique induit par le courant généré par 

le champ électrique précédent. Ce calcul est développé dans l'Annexe 1 à partir 

de l'équation qui, sous forme adimensionnelle, s'écrit : 

3 * = Ê* avec 4 3 = 

On obtient : 

1 (d'après la géometrie du 

ou en coordonnées cartésiennes : 

3.2. PRINCIPAUX RESULTATS ET CONCLUSIONS 

3.2.1. Expression de la fo 

-S 

Les expressions précédentes de j' et B permettent de calculer les 
-* -s -. -. 

forces de Laplace J BR (avec = Bi + Bo), deuxième membre de l'équation de 

la quarifité de mouvement : 



..m -t 

3.2.2. instationnalité de J A BR, ses conséquences 
+ d 

On constate d'après (1) que la force J h B R  peut se mettre sous la 

forme d'un gradient : 

Cette force est donc irrotationnelle, conservative. 
L'équation de la quantité de mouvement s 'écrit dans ces conditions : 

-+ 
x (q.?)c = - v  ( p + 5 R;, + A 8 4  

PO Zr* 

où de manière équivalente : 

soit : 

Si de plus on suppose que l'écoulement permanent considéré provient 

d'un écoulement initialement irrotationnel, le rotationnel de la vitesse est 

toujours nul : il n'y a en effet aucune production volumique devorticit6 et 

celle-ci est tout simplement connectée par l'écoulement, et nulle pour t = 0,  

elle le sera pour tout t. (Théorème de LAGRAhJC93. 

On obtient ainsi la formulation particulière du théorème de Bernouilli : 



Les forces de Laplace irrotationnelles équilibrent en tous points le gra- 

dient de pression. Aucune perturbation du champ des vitesses n'est possible et 

suit 1 'expression classique pour 1 'écoulement a potentiel d 'un fluide parfait 

incompressible autour d'un cylindre (ce calcul est développé en Annexe 2) , soit 
sous forme complexe : 

(2. $1' 

tandis que le champ de pressions perturbé devient : 

i. 
0 ;a avec : + = 5 Bi,+- 

/"O 2 P O  

On peut maintenant, à partir de ces considérations, étudier 1 'évolution 

de la pression à la paroi du cylindre avant et après l'application de la force 

de Laplace pour dégager l'effet de poussée escompté. 

Pour cela, nous allons tracer les courbes Kp (coefficient de pression) 

le long du cylindre. Nous allons rappeler la définition du coefficient de pres- 

sion : " a i  )3 u;t La p m u ~ i o n  a;ta;tiyue en un p0Ln.t de Ra pmoi du cyfindrre, on 

dé&hLt aimi Re coeb6icievLt de pcuaion Rocde : 

En appliquant le theorème de Bernouilli, nous avons : 

A % 
I A S 

% p.++L = p + ~ e Y  



d'où : 

avec Kp, qui représente le coefficient 

de pression avant 1 'application du champ 

de force de Laplace. 

Nous avons donc les relations suivantes : 

- Avec champ : 

Les calculs de l'Annexe 1 montrent que Bz qui est constant sur le cylindre 
a pour valeur : 

- sur la face amont du cylindre : ( x<O) ( 2 d e  3$ ) : 

- sur la face aval (x , 6) (5 c O < ) : 
L 

d'autre part, étant donné les valeurs de f i  et , on peut négliger sur le 
cylindre le terme BZ devant Bo. 



Il vient donc : 

La force de Laplace aura donc tendance à créer une dépression vers 

1 ' a m t  du cylindre ( p' = p + 4 avec ( < 0) et une compression vers 

l'arrière ( 4 > O) d'où il résulte une force dirigée vers l'avant qui sera 

donc une force de type propulsif. 



- sans champ 

- - -  avec champ 

-?( ûn remarque que l 'on a une discontinuité de l a  courbe pour - A 
2 

qui es t  due au f a i t  que l 'on traverse les  électrodes. Pour éviter cela, il 

suf f i t  de choisir un moyen de les  contourner (par exemple un pe t i t  cercle de 

rayon a e t  nous awns : 



Eqression de la force propulsive - -  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  - -  - - - - - -  
La force agissant sur le cylindre isolant n'est due qu'aux 

forces de pression statique ; car le champ magnétique n'influencera pas le 

cylindre lui-même. La résultante des forces de pression. s'exprime par : 

Cette résultante étant portée par l'axe des x, nous avons 
en projection sur cet axe : 

r 7  

p W Q  Rd.9. 

En utilisant le théorème de Bernouilli (Z), il suit : 

était : 

/O 

Nous avons vu précédemment que 1 'expression du champ de vitesse 



A l a  surface du cylindre, nous avons donc : 

d'où : 

Ce résultat  es t  connu sous l e  nom de "paradoxe de d'Alembert'' : 

pour un écoulement à potentiel de vitesse uniforme (fuide parfai t) ,  c 'est  à dire 

quee l a  rEsultante des forces de pression s'exerçant sur l e  cylindre e s t  nulle. 

D'autre part ,  nous avons vu que : 

donc : 0 Q- 

donc : 

par conséquent : 



donc : 
I 1 

On vérif ie  bien que l'on obtient une force propulsive qui e s t  

indépendante de i.l, . ûn remarque aussi que s i  1 'on inverse les  deux électrodes, 
4 

on change l e  sens de F e t  on obtient dans ce cas une trainée e t  non une force pro- 
puls ive . 

\TT 

On vérif ie  aussi que l a  portance F = - ,/a p A 0  R d 0  
3 

es t  nulle. De même, un calcul sùnple en fluide parfai t  montre que l e  champ de 

Laplace peut entretenir une accélération. 

4 

A " =  I . F  En écrivant que : - - 
dt 

on arrive à Iléquation suivante : 

La répartition de pression induite par l e  champ de force de 

Laplace es t  capable d'entretenir une accélération (ou un freinage s i  V < O) . 
Pour avoir une idée de 1 'intensité de l a  force propulsive, on peut fa i re  une 

rapide application numérique, avec des valeurs qui furent cel les du dispositif 

expérimental dans l e  cas où l e  fluide e s t  un plasma. 



0 Remarque - - - - -  - -  

I l  faut reconnaître l ' in té rê t  t r ès  re la t i f  de ce calcul en fluide 

parfait  qui représente mal les efforts  a6rodynamiques (paradoxe de d'Alembert). 

Un calcul en fluide visqueux s'impose pour rendre compte correctement du bilan 

de forces. 

D a n s  cet te  première partie,  l a  configuration électromagnétique 

permet de mettre en évidence l a  présence d'un champ de forces irrotationnel qui 

n'a d'influence que sur l e  champ de pression , e t  qui induit par conséquent une 

force propulsive. 

Cependant, il sera i t  intéressant d'étudier l e s  perturbations 

que peuvent engendrer l e s  forces de Laplace sur l e  champ de vitesses e t  sur l e s  

lignes de courant. C'est ce que nous allons développer dans l a  deuxième part ie  

en prenant une configuration différente. 



DESCRIPTION DU MOUVEMENT DU FLUIDE 

SOUMIS A U\IE FORCE DE VOLUFZ 

NON CONSERVATIVE 
-=-p-=-=-=- 



DESCRIPTION DU MOMENT DU FLUIDE 
SOWIS A UNE FORCE DE VOLUME 

NON CONSERVATIVE 

La première partie de ce mhoire a exposé les travaux antérieurs traitant 

essentiellement la configuration d'un cylindre infini qui conduit à un champ de 

forces irrotationnel qui n'influence que la pression. 

Il est donc nécessaire pour décrire l'influence du champ de forces sur 

les lignes de courant d'introduire un modèle plus conforme à la configuration 

expérkntale et considérer un cylindre de longueur finie qui permet par les 

effets tridimensionnels des champs électriques et magnétiques induits d'obtenir 

des forces non conservatives . 

Le calcul est limité à l'étude des petites perturbations d'un champ de 

forces de Laplace faible devant les forces d'inertie ; situation pour laquelle 

une linéarisation du mouvement est possible. 

2, LI NÉARISATI ON DES ÉQUAT IONS DU MOUVEMENT 

2.1 .l. Electrique et magnétique 

Pour introduire les effets tridimen~ionnels du champ de forces 
de Laplace, nous nous plaçons dans le même cas de figure que précédemment, mais 



en remplaçant l es  électrodes de longueur infinie par des électrodes de longueur. 

f inie,  , les  grandeurs électromagnétiques (potentiel e t  champ électrique, champ 

magnétique induit par ce courant, champ de forces de Laplace) devenant de ce f a i t  

des fonctions de . 3 

2.1 .2. I3ydrodynamique 

Les objectifs de cet te  seconde part ie  nous ont apnduit à introduire un 

schéma tridimensionnel pour l a  part ie  électromagnétisme. Compte tenu de l a  confi- 

guration expérimentale, il semble a pr ior i  qu'un calcul bidimensionnel paisse 

conduire à une descript ion correcte du comportement du fluide . 

Nous étudierons ainsi  l a  couche bidimensionnelle de fluide située de part 

e t  d'autre du plan de symétrie % = O qui e s t  perpendiculaire aux génératrices 

du cylindre . 

Les hypothèses d'études restent celles de 1 'écoulement incompressible e t  

stationnaire d'un fluide parfai t .  

2.1 .3. Autres hypothèses 

Dans l a  l o i  d'Ohm ( 7 = (Ë + GA 3 )) , on néglige l e  terme 
4 

Compte tenu du cadre général de l 'étude, un simple calcul d'ordre de 

grandeur montre que cette hypothgse e s t  just if iée.  

De plus, on suppose que l e  champ de force qui agit  sur l a  couche 

de fluide e s t  celui qui existe au voisinage de % = O, cela découle des hypothèses 

du paragraphe 2.1 .2. 

2.2, LINEARISATION DES EQUATIONS DU MOUVEMENT 
- - 

Compte tenu de toiites ces hypothèses, l e  système d'équations couplées 

mis sous forme adimensionnelle, e s t  de l a  forme présentée ci-apr@s. 



A savoir : 

où 1 'on rappelle que (voir l a  première partie) : 

x 1 = (3. ER L es t  l e  paramètre d'interaction qui fixe l 'ordre 
e U> de l a  force perturbatrice par rapport à l a  quan- 

t i t é  de mouvement du fluide. 

* % =  p a r  UIL e s t  l e  nombre de Reynolds magnétique. 

X E =  ER f ixe l 'ordre de grandeur du courant di3 au champ 
80 y&s électrique à celui induit par l e  champ magnétique. 

Mais l e  Reynolds magnétique doit ê t re  défini dans notre cas à par t i r  de E q  
e t  non pas de Ba U, , car il ne faut pas oublier que Rm caractérise 1 'ordre 

de grandeur re la t i f  de Bo e t  du champ magnétique induit par tous les  courants. 

Avec Rm = 
P= g, L 

l e  système à résoudre es t  donc l e  

suivant : fie 

- -b 

x v w u = = 0  



La résolution du système complet n'entrerait  pas dans l e  cadre d'un 

projet,  e t  c 'est l a  raison pour laquelle nous avons limité l'étude à l a  re- 

cherche des solutions approchées. 

Dans cet te  optique, e t  en se plaçant dans des conditions où les  

paramètres 1, Rm et  E sont pet i t s  devant l 'unité,  nous allons effectuer 

des développements asymptotiques suivant ces paramètres pour pouvoir décou- 

pler leurs ef fe ts  e t  rendre les  équations plus simples e t  plus solubles. 

Ainsi, lorsque 1, Rm ou E tendent vers O, 1;s équations ne chan- 

gent pas de nature (même ordre de dérivation) e t  les  perturbations en 1, Rm 

e t  E sont donc a p r io r i  régulières. Ces t ro i s  paramètres étant indépendants 

(ceci e s t  déjà mentionné dans l a  première part ie) ,  on peut donc décomposer 

toute grandeur A sous l a  forme : 

e t  penser que cet te approximation sera uniformément valable. 

l3-1 portant ce développement dans l es  équations e t  en identifiant 

tous les  termes de même ordre, on obtient l es  équations découplées en 1, 

Rm, E , IRm ... 



2.3. EQUATTON A L'ODRE O 

Le système devient à l 'ordre O : 

avec comme conditions aux limites : 

e t  donc à cet ordre les problèmeshydrodynamiq~e~et électromagnétique sont 

totalement découplés : 

0 pour - - - - - - - - - - -  l e  champ --- magnétique - - - -  - -  
-+ 
Bo e s t  constant en tout point de l'espace. 

pour l e  champ électrique - - - - - - - - - - -  - - ------  - -  
on calcule l e  champ créé en tout point de l'espace par deux conducteurs 

rectilignes parallèles, de longueur' f in ie  e t  portées respectivement 
+ aux potentiels - V. 



equipotentielle 

électrique 

Le calcul que l'on effectue en Arinexe 3 montre que l'on obtient la 

cambinaison de deux réseaux d'ellipsoïdes de révolution dont lfexpression géné- 

rale est : 

.l 

On en déduit le champ électrique : 



où encore en coordonnées cartésiennes : 

4 

(lire les remarques concernant E en Annexe 2). 

C h q  - - - -  - - - -  de yitesse - - - - - -  

On retrowe l'expaession classique de l'écoulement bidimensionnel d'un fluide 

parfait incompressible autour d'un cylindre, soit sous forme complexe : 

OU encore : 

Nous allons maintenant faire le calcul aux ordres supérieurs, en considerant 

dans chaque casvuliacatégorie d'écoulement à laquelle nous nous intéressons : 

E = O (justifiée 

came nous 

le courant 

par l'absence de singularité), ce qui revient 

l'avons fait entendre précédernent à négliger 
4 4 

dÛà U A O  



2.4. EQTJAïïONS A L'ORDRE I 

Bi identifiant les termes en 1 dans le développement, le système devient : 

donc : 

de même : 

Tl reste donc le système : 

Comme nous llavons expliqué dans le début de cette seconde partie, nous allons 

rechercher une solution approchée dans le plan de symétrie d'équation 9 = 0. 

.-O 
Nous vérifions dans l'Annexe 4 que le terme E, ,, 6, est non 

- 4 4  

conservatif c1 est à dire & (fo A fi9 ) .+ 0 , donc nous aurons à l'ordre 

1 une purAmbation drn champ d e  vLtensen. 



4 

Le problème à résoudre devient donc le suivant : trouver 4;' et 
vérifiant : 

-4 

où U, n'est autre que la vitesse de l'écoulement à potentiel 

Ce problème est traité dans la troisième partie par une méthode de type éléments 

finis, en passant par une formulation variationnelle faible. 

2.5. FQUATIONS A L ' ORDRE R, 
- 

ûn identifie les termes en R, dans le développement et il vient : 

- 
avec comme condition aux limites sur et U:~.;=O sur rp 

pour : 



a 
correspond au champ magnétique induit par le courant db à Eo. 

Le calcul de B;"' est effectué en tout point de l'espace, en Annexe 3 et 

conduit aux expressions suivantes : 

4 

Le développement en R, n'a donc conduit qu'au calcul de 8:' , 
a 

champ magnétique induit, par le courant dO à E:. 
Nous pouvons pour affiner le raisonnement pousser le développement jusqu 'à 

1 'ordre IRm. 

2.6. EQUATIONS A L'ORDRE IRm 

On identifie les termes mixtes d'ordre IR, dans le développement et il 
vient : 



avec les  Vecteurs qui représentent les  termes d'ordre IRm dans l e  développement 

de (xi Ü, Ë',? 1 ; fi:' représente l e  temre en %, e t  a:4 l e  terme 

Nous avons vu au paragraphe 2.4. que : 

D'autre part,  nous avons vu au paragraphe 2.5. que : 

il reste donc l e  système suivant : 

4 
4 -. 

AA - avec : Uy, O sur e t  U,, . rr = 0 sur Sp 

4~~ avec r?, qui e s t  l e  champ magnétique induit dont ltexpression e s t  donnée 

au paragraphe 2.4. 

Comme au paragraphe 2 . 3 .  nous cherchons une solution dans l e  plan de 

symétrie d'équation >k = 0. 



d 

Nous vérifions en Annexe 4 que l e  terme Eo ,, 4A0 es t  non conservatif S 
( , ,  , ,  O )  # , donc à l 'ordre IRm, nous aurons une perturbation do 
champ de vitesses. 

Le problème à résoudre es t  donc l e  suivant : trouver ' e t  pf 
vérifiant : 

On remarque que l 'on a exactement l e  même sytème à résoudre qu'au 2 .4 ,  seul l e  

second membre change. Nous pouvons donc résoudre les  deux systèmes en n ' élabo - 
rant qu'un seul p rogrme d'éléments f in is ,  où pour chaque système nous ren- 

trerons l e  second membre qui l u i  es t  propre. 

La résolution numérique de ce problème e s t  abordée dans l a  troisième 

partie.  

2.7. SOLUTION ANALYTIQUE FINALE 

hi se limitant aux développements 

mixte en IRm, on obtient donc l a  solution 
d'ordre 1 ,  en I e t  Rm, plus l e  terme 

analytique approchée suivante : 



Comme nous avons pr is  Rm t< 1 , on peut donc prévoir avant l a  

résolution numérique que l a  perturbation engendrée par les termes d'ordre 1 

sera prépondérante devant cel le  engendrée par les  termes d'ordre IR,. Il es t  

cependant intéressant d ' étudier l a  contribution des termes d 'ordre IR,. 

Conclusion - -  - - - - - - - -  

Compte tenu des conditions d'études e t  des hypothèses que nous 

avons fa i tes  dans cet te  deuxième part ie ,  nous avons vu que 1 'on obtenait une 

perturbation du champ de vitesses. Reste, dans l a  troisième part ie ,  à aborder 

l a  résolution numérique. 





Le champ de forces non conservatif introduit dans la seconde partie, a 

permis de mettre en évidence la possibilité de l'existence d'une perturbation 

des lignes de courant. Il reste donc maintenant à aborder par la résolution nu- 

mérique l 'aspect qualitatif de cette perturbation. 

Les développements à l'ordre 1 et 1% ont conduit à deux systèmes de 

la même forme avec seulement le second membre qui change, c'est à dire : 

3 
Il faut trouver JL et Q vérifiant : 

. -> -7 
avec 8 3 8, pour le développement en IR - - 
et g: g," pour le développement en Ys 

4 I -> 
Uu, E d  , 13 étant des fonctions connues. 

Des considérations physiques (conditions aux limites, non évolution 

temporelle, . . .) nous ont conduit à supposer qu' il s 'agit d'un problème élliptique. 

Nous avons alors à résoudre un système du ler ordre elliptique dont la mise sous 

formulation variationnelle et la discrétisation sont classiques. 



L'existence de la solution peut être vérifiée a posteriori (par comparaison 

avec l'expérience) mais la convergence reste un point à approfondir, et ne sera pas 

abordé ici. Car même si le système est ezliptique, la discrétisation sous forme de 

système du 1er ordre est incertaine quant à la convergence. 

Nous allons traiter ce problème par une méthode de type éléments finis en 

passant par une formulation faible. hi adoptant les conventions d'Einstein, le 

problhe se met sous la forme : 

avec a,: composantes de Uo (1) 

Ou en mettant l'équation (1) sous forme conservative : 

car ( a;% + 4 j Nil; 1,; = a;, i ~ i ,  -+- CI; ~ i , ;  +- ai,< D i  + a< 'a.,; 
C m e  a i , i  = O  et U r , i s O  l'équivalence (l*>(lf) est démontrée. 

Le problème sera donc étudié sous la forme conservative suivante : 
-'> . trouver & 

et f que : 



Formulation faible : - - - - - - - - - - - - - - - - - -  
Soit q [ H A  p)] ' , on muïtiplie chaque membre de l'équation par Zr( 
on intégre sur e t  on obtient : 

J L  

puis on intégre par parties (Gr 

Nous avons;dlautre part : 

-4 -7 
corne : JL z- O sur Poo -7 (61 =O 

demême: o;fili=o e t  A i r n ~ ' = O  



On fait une intégration par parties pour aussi : 

La formulation faible du problème s 'écrit donc : 

3 b  
avec la contrainte &$,i s 0 

Pour résoudre ce problème, .on utilise une méthode classique d'éléments finis 

qui est développée en Annexe 5. 

Dans la suite, les r6sultats numériques sont interprétés sur un plan 

strictement qualitatifs ; en effet, si ces résultatsgont globalement en accord 
avec diverses expériences, nous ne pouvons en tirer des conclusions quantitatives 

et locales. 

Le programme n'ayant pas été validé, les résultats n'étant pas satisfaisants 

près des frontières, on considérera cette partie comme une première approche numé- 

rique du problème qui confirme les résultats escomptés après l'étude théorique pré- 

cédente. 

2 CHOIX DU MAI LUGE 

L'étude des configurations hydrodynamiques et électromagnétiques met en 
I évidence l'existence d'un axe de symétrie (sr Z )  ce qui conduit, par soucis 

dféconomie au choix d'un demi-maillage (planche no 4 ). 



Les noeuds du maillage, répartis sur des 

sont délibérement concentrés près du-cylindre car 

mes sont importantes, est évidemment le siège des 

3.1 . CHAMP DE FORCE 

1/2 circonférences concentriques 

cette zone,oil les forces de volu- 

plus grandes perturbations. 

A cet ordre, le calcul du second membre est relativement simple puisqu'il 

nécessite l'expression du champ électrique créé par les deux électrodes de longueur 

finie et du champ magnétique appliqué. 

Une bonne connaissance de l'allure des lignes de champ du champ électrique 

induit dont on a obtenu une définition analytique, nous a paru une bonne occasion 

pour tester les progrmes de tracé (planche n02 ) . 

Le champ de force est obtenu par multiplication vectorielle des champs 

électrique et magnétique. La variation du signe du champ magnétique appliqué permet 

d'obtenir deux configurations intéressantes du champ de force : accélération ou 
1 

décélération sur l'axe . '-iY 

3.2. VITESSES DE PERTURBATION 

Nous avors VU que le champ de force est important près du cylindre (champ 

en 1/R) et plus particulièrement près de l'électrode qui est un point singulier. 

Pour interpréter le champ de perturbation, nous avons divisé le demi-espace 
en 3 zones d' influence où vitesse due au champ de force et vitesse Ua appliquée 
jouent un rôle particulier ; le couplage entre Clh,r] et Lb, apparaît dans 

les équations par la présence de termes du type : 



Prenons le cas du champ magnétique positif (dirigé vers le "hautt') . 
Dans la zone A, le champ de force est dirigé vers 1 'amont ; cette zone, proche 

de l'électrode est smise à des forces de volume importantes qui définissent 

le sens des vitesses de perturbation, soit vers l'amont. 

Dans la zone B, les forces de volume sont négligeables devant les forces 
d'inertie due à la vitesse Ua , c'est donc la vitesse infinie qui impose le 
sens du champ de vitesse = dirigé vers l'aval. 

Une zone particulière, la zone C met en concurrence vitesse induite 

par le champ de force et vitesse infinie ; le couplage ( U , V  ) et Ue 
y est très important et explique en partie les mauvais résultats obtenus dans 
cette région et en particulier aux points d'arrêts. 

La continuité des composantes du vecteur vitesse fait apparaître des 

lignes de courant que l'on peut assimiler 
1 

un point de 1 'axe 9 9 car : 

- l'écoulement à potentiel ( v,,%) 
- le champ de force en module est 

à celles d'un tourbillon centré en 

est symétrique / 
symétrique / 'b'! 

9'a 



Les résultats à cet ordre 

champ de force sur l'écoulement ; 

graphe vitesse totale. 

3 .3 .  PRESSION DE PERTURBATION 

permettent déjà de prévoir l'influence de ce 

l'écoulement résultant est étudié dans le para- 

Etudions particulièrement la répartition de pression sur le cylindre. 

Rappelons que pour la discrétisation, la pression est prise constante sur tout 

le triangle. Donc, malgré la finesse du maillage, près du cylïndre 1 'expression 

"sur le cylindre1' ne doit pas faire oublier 1 'imprécision due à la méthode de 

discrétisation. 

Les résultats obtenus le cylindre sont visualisés sur la courbe 

ci-dessous : 

Au niveau de la précision, on peut dire que compte tenu des remarques précédentes, 

celles-ci est assez bonne, mise à part la ''remontée" de la courbe que l'on observe 

pour -.TT , et la différence en valeur absolue des extrema (1,54 contre - 1,45). 
Z 



On obtient une perturbation du champ de pression de l a  forme : 

Cette situation, plus conforme à l'expérience, s'explique par l e  carac- 

tère non conservatif du champ de force. Fn effe t ,  l a  forme particulière du 

théorème de Bernouilli présentee au paragraphe 3.2.1. de l a  première part ie  

n 'est  pas applicable i c i  e t  l a  perturbation du champ de vïtesse engendrée par 

ce champ de forces entraîne une décroissance de l a  perturbation du champ de 
. . 

pression, par rapport au cas de l a  fo'rce i r ro ta t ionnel le ,  

Sur l ' a rc  pG , l a  perturbation es t  positive ; cette région connaît donc 

une compression, compression d'autant plus importante que l 'on se rapproche du 

point d'arrêt 1 . 

Sur l ' a rc  , l a  pression de perturbation es t  faible e t  s 'annule sur 

l'axe de symétrie 

La perturbation de pression sur l e  cylindre es t  une fonction impaire de 

L'arc es t  somisàunedépressionquidevraitdevenirmaximale 
point d'arrêt 2, ce qui n 'est  pas l e  cas. Donc, dans cet te  zone nous obtenons 

mauvais résultats pour des raisons que nous avons déjà c i t é  au paragraphe 3.2. 



Contrairement à l'ordre 1, le calcul du second membre est partidièrement 

difficile. La force de volume à l'ordre IRm est donnée ar le proauit vectoriel du 
c3 -9% - 10 

champ électrique E o  et du champ magnétique induit 8, . Le calcul de 8, 
développé en Annexe 3, devient complexe car le problème électromagnétique dans le 

cas des électrodes de longueur finie est tridimensionnel. 

L'étude à cet ordre a été faite par soucis de rigueur et corrobore les 

résultats précédents ; Vais, sur le plan quantitatif, apporte peu d'informations 

cm- il s'agit 2'un ordre supkieur, et de plus expérimentalement Rm<< 1. 

Pour obtenir vitesse et pression totales, il suffit de revenir au dévelop- 

pement asymptotique et de faire la s m e  terme à terme : 

5.1 . VITESSE RESULTANTE 

Se reporter à la planche no 5 
Le vecteur vitesse ordre O (écoulement potentiel) est représenté par la flèche- 

le vecteur vitesse résultant par la flèche e p  

A l'amont du cylindre, le fluide subit un effet que l'on peut qualifier 

effet centri'fuge : entraînant un ralentissement du fluide et un infléchissement 

des lignes de courant. 



A l 'aval,  un effe t  "centripètet1 tend à resserrer l es  lignes de courant. 

5.2. PRESSION RESULTANTE 

Si l 'on considére l a  répartition résultante du champ de pression, il 

apparaît après intégration sur l a  to ta l i t é  de l a  circonférence du cylindre une 
4 --3 

force supplémentaire. Avec l a  configuration du champ de force choisie ( q = - ~ k  ) 

l a  force e s t  dirigée vers l 'aval e t  tend donc à augmenter l a  trainée. 

-7 

Il su f f i t  de changer l e  sens de 8 pour inverser l e  sens de cet te  force ; 

on obtient alors une force de type propulsif. 

I l  nous es t  qpparu intéressant 

électrodes sur l e  centre du tourbillon 

d1Gtudier l'influence de l a  position des 

obtenu à l'ordre 1 : 



Lorsque l'angle augmente, le tourbillon se déplace vers 1 'amont. 

Ceci est intéressant sur le plan physique mais aussi sur le plan nm6rique : une 

modification du champ de force influe sur le champ de vitesse de façon prévisible. 

Tous les tracés correspondant à ces différents cas de figures sont en Annexe 6. 

La résolution numérique, puis sa visualisation par 1 'intermédiaire du 

progrme de tracé BENSûN, nous a permis de mettre nettement en évidence, aux 

ordres 1 et IRm l'apparition de perturbations à caractère tourbillonnaire. Tou- 

tefois, il faut remarquer certaines imperfections des résultats numériques (vi- 

tesses de perturbations non tangente en tous points à la paroi du cylindre, et 

non nulle aux points d'arrêts) nécessitent une rWsion du programme. 

Il est nécessaire aussi de réorganiser la matrice afin de la rendre 

bande et pouvoir ensuite travailler sur un maillage plus fin pour améliorer la 
précision ; c'est la tâche à laquelle nous nous consacrons actuellement. 





Le présent travail a permis de mettre en évidence l'influence d'un 

champ de force de Laplace particulier et non conservatif sur les lignes de 

courant d'un écoulement de fluide incompressible conducteur et non visqueux 

autour d'un cylindre. 

Ein effet, alors qu'un champ de force irrotationnel ne conduit à 

aucune modification des champs de vitesses, nous avons dans le cas présent 

l'apparition de perturbations à caractère tourbillonnaire. 

De même, la perturbation de pression statique Ci la paroi, due à la 

présence de l'écoulement induit par les forces de volume non conservatives, 

est plus faible que dans le cas du cylindre infini (forces irrotationelles) . 

Toutefois, il faut remarquer que certaines imperfections des résul- 

tats n-riques (vitessses de perturbations non tangentes en tout point à la 

paroi, et non nulle aux points d'arrêts) nécessitent une révision et une va- 

lidation du programme de calcul de façon à lever toute ambiguité quant à la 
précision des résultats. 

hifin, compte tenu du cadre des hypothèses de cette étude (fluide 

parfait incompressible) , il serait très intéressant d'étudier le calcul dans 
le cas d'un fluide visqueux, ce qui permettrait de faire un pas décisif vers 

une description plus fidèle de la rSalité. 





~ ~ A M P  ÉLECTR 1 QUE CRÉÉ PAR DEUX ÉLECTRODES 

DE POTENTIELS OPPOSÉS ET DE LONGEURS INFINIES 



CMP ~LECTRIQE CRÉÉ PAR DEUX ÉLECTRODES DE POTENTIELS OPPOSÉS ET DE 

LONGEURS I'NFINIES - 



ooLt  da~d Re trephe Uxy : 

de même, pom Ra aeconde tXec;tirode, MOU U V O M  : 

t Vi (n,) = + - 4 R* % ( n * t f i u + g i . l i e  "4'é" 1 



r Apéb b~pULp0b&i0n, en &app&n;t que : a << ZR 



AUTOUR DU CYLINDRE - 

Noua avoM donc : 

Le cyfinche &tant de l o n g u m  & @ L e ,  on 

p u t  auppoam yue Xe counant j e&X dam un 

plan pmpendicLLeahe aux g é n ~ c ~  e;t 
donc que l e  champ i n U  en.t W é  s a o n  

Oz. 

4 

6: = el, R 

11 vient donc : 

3 8f, 
2 , -  - /1 - E: = -- ? R 'dB (~'d) 

11 vient donc apèn ivttégtrdon : 

- L & e  s;, '""a ,* 



En ~ c ~ e n ,  buh Re c y ~ n d m ,  MOU uvom ( p o u  IL = R )  : 

En pmnant en : I t 4% vient : 

Comme : T h i  * > O  

h i  - 4 0  

donc : 

donc \ bien conhant 6uh Re cyfindtre. 

O Remanyue concmmnt R1  e~nembRe de c d c d n  : ----- ................................... 
P o u  R u  c d ~ &  d u  champ& Z e c x q u e  et magnéwue, ROM n'avom p u  tenu compte 

d e  Ra p h b ~ c e  du cy&vidtre &oRant. Tou;tebo&, Re cyRindrre Zakn;t u a  éqLLipoten%%&e 

( E, = O p o u  % = 1, Ra phbence de R1&oRant ne modidima p u  Ra dome des 

Lignes de c h p n  et d u  Q n u  de d o m u  ; mai6 en changean*uL9uement la hénhia-tance 

BRobde de R1e~embRe, &e n'aut~a d l  edbu2 que h u  Re moduRe de c u  v e c f ~ .  I R  

n' u l t  p u  nécuhuhe  de te& cornp.te de R 1 ~ o R a n t  d a u  c u  cdc&,  c& n&cesh&nt 
une é&de Rogue et complexe. 



RAPPELS CONCERNANT LES ÉCOULEMENTS A POTENT I EL 

DE VITESSE EN FLUIDE PARFAIT : 
SOLUTION POUR LE CAS DU CYLINDRE I N F I N I  



RAPPEE CONCERNANT LES ÉCOULEENTS A POTENTIEL DE VITESSE EN FLUIDE PARFAIT : 
SOLmION POUR LE CAS DU CYLINDRE INFINI - 



A p m  de c u  deux bonc;tiam, on a Ra 60ncCion de potentic2 complexe : 

x A {  , C L +  +;d'+' s Wq)d>b 

ut la viXune complexe de 1' écodment.  

O EcouRement au.towr d'un cgfindrte & c u U e  indëfiini ........................ ...................... --- 
Conniàao~s l ' &codemen2 n ~ ~ n t  de la nupehpoaXon d'un écodment  

unidonme, pahcLeeUe à L'are des x,  d o n t  l e  potevu%& comflexe peu* n ' é W e  q o  

ct d'un doublet plan à L'ohighe, pcvmllge à L'axe ch - d o n t  l e  pot&& 
% 

complexe est m i h  h o u  -ûI borne : U~ 

D' apèn Re p ~ n c i p e  de nupehponLtXon, l e  potentiel comflexe n h d t a n t  
a poutr. e x p u n i o n  : 



Donc l e  potenLX e t  Ra donetion couhant sont rrapecCLvement : 

En un p o i d  d'ad&ixe r k 9  Ra v iXuse  eomplexe at donnée pm : 

L'expeision de W(1)  montile que QC du segment R'R , Ra vL tu se  
e i . t p o s X v e ,  &OKA qu1ê&?e aXnéga;tiveautrRe sqment F L ' Q  . On peut 

donc c o ~ ~ ~ e h  que Ra &ne de couhant O ei.t com;ti;tuée p t ' a xe  
ci& CC , ,au6 Ra potr;tion R'4  oR cet te  Ligne ae dédouble en deux demi-  
c m d e i  de hayon R; 



En pamXcuRim, poun un point de la &can(&ence ( h = R ) , on a : 



G~AMP ÉLECTRIQUE CRÉÉ PAR DEUX ÉLECTRODES 
DE POTENTIELS OPPOSÉS ET DE LONGUEURS F I N I  ES 2 L - 



G-~AMP ÉLECTRIQUE CRÉFI PAR DEUX ÉLECTRODES DE POTENTIELS OPPOSÉS 

ET DE LONGLIEUE FINIES 2 L - 

Noun &am / t eche tdm Le champ crréé. pm une U e c a o d e  de L o n g u ~  2 1 .  

2 1 
Avec L a  n o u a r i 6  de La 6.igune c i - d a s u ,  Le p o t e d d  en un p o M  P ( e , a )  



d ' o ù  : 

D' a&e m, Les ~&a;tiom m 2 f i q u u  d a m  Le  RhiangRe P F, F, donnent : 

Lu équhpoitevuX&es d o n t  donc d e s  d X i p ~ o l d a  d e  t~&volu; t ian d a m  Le  p lan  
( r~ , 9 ) de, d o y m  F, at FL ; Les & n u  d e  dotrees é z a n t  de6 h y p e h b o t o Z d a  
h o m o ~ o c d e s  d e  mêmes 6 o y m  F#, at F, q u e  L a  f i p 6 0 l d e . h .  



Pan Ba nuite,  noun pendhoru 1 '  e x p u n i o n  : 

De méme,que pJzécédemmM, on va appRiQu4~ l e  ptincipe de hup~po~L-CLouz. 
P o w ~  c&, on hpone un po;t&nttd MUR nm R1dXipno2ie ;tangent à R1&e élec- 
fiode (Ra Rongum d u  éeec;ttrodu S a n t  nupponée nuaAemment ghande devant Re 
hayon du cyfindne powr pue 1' UecAxode noLt coru.temtnent ;tangente à 1' dXip~oZde 
( V = o ) .  D1au;Dre p&, Re hayon de Rtéeec;Drode a ut toujouh-4 ;tirèb i n d é h i m .  

2 2R ( a CC Z R  ) ; donc l'électtrode peuA &e a ~ h i L & e  à un d%LpnoZe de 
p o t W P R  , V, d'où 1' e x p u n i o n  de LI 



L 'expun ion  du poZentid V, (P) devient : 

d' où R' e x p u a i o n  du champ Uec;DUque : 

J v  - r (h- RLO) E,= - -  - 



avec c m e  e x p u u ~ i o n ,  on peu* v W & L m  que quand 1 + +@ on h m o u v  e 

Donc E, Rend v m  : 



CALCUL DU cw MAGN~TIQE INDUIT PAR LA DISTRIBUTION DE COURAM J 

AUTOUR DU CYLINDRE DE LONGUEUR FINIE 2~ - 

N O U ~  devom donc hechmchm c' t e l  que : 

Le sysXëme devient donc, en coondonnéed cyaA.&qued (e, 8 ,3  ) : 

- 
4 

CompXe Zenu de La don&igigunation, on ne peux p l u  buppobm que 6:' = 6, A 
Cepwdavtt, pouh b h f i 6 & h  Ra tr~oRuLion, n o u  &OM calculeh Le champ magnéfique 

- i n w  pom chacune d a  x e & o d ~  et ("ne c r i s d e  la homme vec*ohifie* 

Dam un t~epdne lié à L' deemode,  é;tavtt donné Ra hymé&ie cyfindtuque, 

noub n'avonb plun de compomnted Fe . Saun cuXe ~otüne, l e  bystèrne nuXe cepen- 

da& déUcCLA: naoudhe. 

N o u  avom nemmqué que powr chaque Eik&ode, Re aheau d'éqLLipo;tenti&u 

W un n a m u  d' &poZded. On peux  in;trtoduXhe, pom hémudhe ce A ybAhe, RU 
coondonnéed cUip.tiqued . 



S i  R'on paae : 

En &crUva& que : 



I R  v ient  donc d r a p è n  1' e x p u n i o n  du gmdient en coondonnéu eL&pLiqua : 

en appfiquan;t au no.taLhnn& R a   muRu Ru de changement de base, Re n ysZème. 
* 4 -* devie& : n&k 6;" = E, 

Pm analogie avec Re cas du 4 2  in6 in i ,  on p& bupponm que O,, a,= O .  
IR  v ient  alam : 



4 

% A S =  2 (1@ 1, a,) + 3. ( k p l ,  fiB) +- WB A")) 
A L r  3s 3v 

d ' o ù  : 
~ , W y  

6auk hecommencen. M a h  au fieu de trepmth du aga$ème de d é p h - t  qui a.t di2Lca.t 

à tr&oudrre de dacon gLobde, on p u t  à pv&h de h ao&;tion &ouvée nechehcheh 
4 

un v e c t u  , t& que : 

-* 
On dos hechmchm 6, pue : 



VUVIA Re ayntème de coo/rdonnées &p;tiquq R' e x p u n i o n  génhzL'e du 

Laplacien e s t  : 

7 1  vient  donc : 

On a une équa;tian aux dikivées pcvi,ti&es (ici AR n'agLt d'une équa.aXon 

du ;type équa;tion de POISSON] dont h t r & o U o n  n ' u t  p a ~  hmédia;te. ALLLShi, POW 

n h p & a i a  cd pm analogie avec Re c a  du cyfindhe  in^^, on p u t  chachetr une 

ndhltian de Ra dome : 

en trepo/Ltan;t dam R' équcu%n ( 1 1 2 vient  : 

On kechache dlabo/rd Ra a o U o n  de tléqua;eion n a u  necond membhe : 

- - 
d'où : 



Patr Ra méthode de v W o n  de la corntante, on ob;tievLt la h o W o n  g&nérraee : 

d'où : 

d'où : 

J 

En @..hant maintenant 6, = u v i e n t :  

IL vient donc : 



On véhigie bien que : 

TL vient donc : 



d ' o ù  e n  cootrdonnéu cyRindrUquu : 

Dand Xe 6 y 6 t h e  d e  cookdonnéu ( n, 9, ) ) , n o m  avond : 

pouh Ltau;DLe Uec;ttLode, Le  même t y p e  d e  c d c d  donne pouh 3 . 0 ;  



d'où : 

X Avec ceLte expheAsion, on vhnh&ie bien que quand 4 @ 

4; Aend v m  : 

q u i  a;t R'exp~aaian du champ ma.gnd;tique dam Re c a h e  du cqfindrte 
in@then;t Long. 

4 Po sena c d d é  dhectement dam Ce Le champ de donces E, ,, 
pnognanane c m  R ' expuusion s ertai;t &op Cangue. 





( Ê )  ( % ~ . ) - 2 ( c )  
3s 

d 'où  : 



DONC LA f ORCE €, ,AK N t  EST PAS TRROTATlONNELLE. 



Now n o w  plaçons e m d e  dans une c o n ~ ~ u n a ; t i o n  hyhodynamique bicümen- 
b.ionn&e ( 

% = O  
1, on 6 ' in t&e66ma donc à la cornpodante en >t de ((c*Flb if) 

( q u i  c o ~ t a ~ i n d  à Ra d&.LvmXon en h e-t 8 ] . TL &m.t donc é & d L a  Ra compo- 
hante en 9s d e  3 ((5,;~1, 2 v i e n t  : 



donc : 

RA. LA FORCE Ee 4 N ' EST PAS TRROTATZONNEL LE 



%SOLUTION PAR ÉLÉMENTS F I N I S  

REMPLISSAGE DES DI FERENTES MTR ICES 



~ É s o L U T I ~  PAR ÉLÉENTS F IN IS  

REMPLISSAGE DES DI FERENTES MATRICES - 

On W e  l a  démarrche U a L q u e  en éehW 6 i d  : au fieu de c h ~ ~ c h ~ ~  

et p daar v'. ( Y*(JL\~ et V lI4(n) , on va l e s  chmchen dana un apace 

donctionn& de dhem.ion &lnie V; et Vy pue l ' o n  COMM à pahtin d'un 

nonibke dini d '  éléments d'une "base1' de V' (ou V ) . 

On c o n s u  a l o u  une @mieCe dtéeéme>tts de V * d e  que : 

é;tdYLt donné un po.LYLt M hornrnd d'un U n g l e  : 



avec : 





Soi2 A mlLltrUce 2 , 2  N dé6Lnie pair : 

Soi2 8 mathice 2 hf , )(, dé&ihLe pair : 

avec : 



Le nyatème g é m W  ae  m e t  domc ~ O W  Ra borne ma;oUci&e ~LLivante : 



Les a d u  6 o n u X a m  d e  base non 
n d f A  d a m  l e  M n g l e  ~ ( 1 )  4onX 

'VTpb *PL ' "'"73 C O N L U  - 
pondan;t aux 6  omm e h .  



A n .  

bx. 





I A ,  Tz, 4 ,  J ,  ~ 4 ,  LI. 



AS. 10 

On a powr T 4 (nespeuZvment powr T l  1 : 



P a t ~  changement de vati;UxbLe et X é g w t i o n ,  on o b c e n t  : 

de chaque iegmmt. 
S O ~  : YP (;) *&e que : 

x 9 (i) = numého du U n g L e  contenant Le ième et Le ième + 1 p o X  
iuh La @ontiène pp 

S o ü  : NL P Le nombke de p o a  im pp 





O CdcuR du o econd membt~e ....................... 

De même pue 1' on a cdcdLeé 5 4  et 3' t p o u ~  chaque .&Lang& ~ ( 4 1 ,  
on  dé^^ : 







10B=)?((D,TIB0,CMl00000. 
ll@=AtCOUNT,PROJET,DCTGE,PE 
128-ATTACH,LIB, CNESLIB, I D 4  
130=ATTACH,TAPE10,BFICHl,ID 
140=LIBRARY ( L 18  ). 
150-PURGE, B V I  TN, IDsGEPAN. 
lGB=RETURN,BVITN. 
170=EXIT,U. 
1 BB=REQUEST. TAPE1 3, PF. 
lQB=PURGE,BFORC,ID=GEPAN. 
280=RETURN,BFORC. 
2IB=EXIT,  U. 
220=REQUEST,TAPE14,PF. 
280nFTN. 

278=*E04 Q I @ =  
288= PROGRAM MHD(OUTPUT,TAPE10,TAPEll=0UTPUTtTAPE13 Q20= 
2Q0= 1 ,TAPE14) Q30= 
3 0 0 r C * t * t * * * * t * * r t * * * * * * 8 * * * * : * * * * 8 * * * * * * * *  040=C 
310=Ci*** FORCE DE VOLUME CREEE PAR 2 ELECTRODES +V,-V **** Q50= 
320=C**** DE LONGUEUR F I N I E  LG Q68= 
330=C*r:* DIAMETRALEMENT OPPOSEES a*&* 970=C 
340=C**** A L O R D R E  "In SOIT : :**a 8013- 
350-CI*** E REEL X B APPLIQUE **r* QW=C 
360=C*r***a*r***8*******8***8*************~**********************1000=C 

4 10=C 
4200 REAL X(2,61) 
430= REAL VN(214).VT(214) 

REAL x t i T x i a ; x 3 2 , ~ c z , ~ 2 3 , x i 2 , ~ i 2  
REAL I L (2141 ,  I C ( 2 l 4 ) ,  I I ( 3 , 3 ) , f 2 ( 3 , 3 i , J l (  
REAL J2(3),DJ,EPS,AlK,A2U.F(2141,Fl . F2  
REAL SIG,R,F l I ,F21 
INTEGER I E ( 3 , Q Z ) , L I (  10).LP(2B),NE,NP,NLI 
INTEGER M(3),CPT,P,Ql,Q2,03,04,DT,Pl,Q 

READ ( 1 0 , l  1 NP,NE,NLt,NLP 
FORMAT ( 4 1 5 )  
DO 100 I= l ,NP  

READ (10 .2 )  X ( 1 ,  I ) , X ( 2 . I )  
CONT 1 NUE 
FORMAT 12E14.7) 
READ (10 .3 )  I E (  I , N ) ,  1=1,3),N=l,NE1 
READ (10 ,Q)  ( L I (  I),l=l,YLI),(LP(I),I=l,NLP) 
FORMAT ( 3 1 5 )  
FORMAT ( 5 1 5 )  
O=ZtNP+NE 

CALCUL DE L A  VITESSE NON PERTURBEE 

AlK=l-(XB**2-YB**2)/D 
A2K=-2*XB*YB/D 
ECRITURE SUR LE FICHIER BVITN 
WRITEi l3 ,12 IA lK ,A2K 

CALCUL DE L A  FORCE DE VOLUME 

F2=-EX*XI 
ECRITURE SUR LE FICHIER BFORC 
VRITE(14,12) F I , F Z  
FORMAT(ZE14.7) 

CONT [NUE 
STOP 
END 

6QB=C, 
700s  DO 200  K-1, NE .\, 

7 1 0 4  
72WC INTERMEDIAIRES DE CALCUL 



RERD ( 1 8 , l )  NP,NE,NLI,NLP 
FORRAT (415 )  
DO i e e  x . 1 , ~ ~  

READ (18,2) X( l , I ) ,X(2,1)  
CONTINUE 
FORMAT (SE1 4.7 ) 
READ (18,3) ( ( I E ( I , N ) , I ~ l , J ) , N ~ l  
FORAAT (315 )  
READ (18,4) ( L l ( I ) , I - 1 , N L I  ),(LP( 
FORRAT (515 

.-- - 
43B.C-----LECTURE DE LA UITESSE ET DE LA FORCE------------- 
4 4 8 4  

DO 488 K-1,NE 
X I - ( X ( l , I E ( 1 , K ) ) + X ( ~ E ( 2 , K ) ) + X ~ l , I E ( 3 , K l ~ ~ ~ 3  
VI-(X(2,IE~l.K~)+X(2,IE(2,K))+X(2,IE(3,K)))~3 
E-18. 
CALL CTR~S(XI,YI,F(l,K),F~2,Kl,E) 

CONTINUE 
CALL PNUllA (55..18.,9999,8.,8.) 
STOP 
END 

SUBROUtINE CTRAS(X,Y,Ul,U2,E) 
REAL X,Y.Ul,U2.E 
ChLL TRAS(X.Y.0) 

SaUî/R 
CALL TRAÇ(X,Y,l) 
CALL BECENS(X,Y,8,3BIB.3.B.3,C,S) 
RETURN 
END 

49e-C 
5BB.C-----TRACE DE LR UITESSE NON PERTURBEE ...................... 



A6.4  
Planche 2 

Champ &eec&Lque - Uec;Dtoden a%mWemeul;t o p p o ~ é e ~  





INTERIIEDIAIRES DE CRLCUL 

i û - C t t t t  RHDlECOULEPlENT AUTOUR D'UN CYLINDRE t f t t  9 
M - C t t t S  CALCUL A L'ORDRE 1. tttt 9 
~e*~tl~ttt*f%xtt:*tt~~:*xxxfxf*ttttt*tt:::a*:*:t*t:t*lt::::::::t 9 
-8-C 9 
!8-C 9 
18-C 

DECLARfiTIONS------------------------------------------ 
9 

I@*C----- 9 

CRLCUL DE LA VITESSE NON PERTURBEE 
CALCUL DES AATRICES ELEMENTAIRES 

CALCUL DE I l K  
I l ( l . l ) - E P S t Y 2 3 / 6  

RERL ~ 2 1 , ~ 1 3 , ~ 3 2 , ~ 1 2 , ~ 2 3 , ~ 1 2 , Y 1 2  
REAL I L ( 2 1 4 ) , I C i 2 1 4 ) , 1 1 ( 3 , 3 ) . 1 a ( 3 , 3 ) , J l (  
REAL J2(3I,DJ,EPS.AIK,~2K.F(214),Fl,F2 
REAL SIG,R,FlI,F21 
INTECER IE(3,9~),LI(lû),LP~28),NE,W,NLI 
INTECER fl(3),CPT,P,OI.Q2,03,04,DT,PI,O 

8- 2100 CONTINUE 
8 DO 2288 1*1,214 
0 -  U i I ) = 0 .  
8 = F (  1 )-B. 
8 -  2280 CONTINUE CRLCUL DE J l K  ET JëU 

J l ( l l - E P S ~ Y 2 3 / 2  
-- - - . -  - -  --.. . 

0-C 
'QœC-----LECTURE DU n&ILLRCE---------------------------------- 1288- 

12113- 
8 -C  1228- 
18 - READ (18.1) NP,NE,NLI,NLP 1236-C 
18- i F O R f l A T ( 4 1 5 )  1248. 
8 -  DO 180 1-I.NP 1256- 
!e- READ (10.2) x c i . ~ ) , x t a , ~ )  1268- 
18- 188 CONTINUE 1278.C 
le- 2FORf iAT(BE14.7)  1288-C 

READ (18.3) ((IE(I,N),I-li3),N=1.NE) 1290-C 
i8  READ (18.9) ( L I ( I ) , I ~ l , N L I  I , (LP(I) , I= l , t iLP) 1388- 
'8- 3 FORMAT (315)  1318- 
18- Q FORMAT (515 )  1328. 
18- O-2tNP+tE . . 
18-C 
,emC-----CALCUL DES MATRICES h,B,C---------------------------- 
!8-C 

RANCENENT DRNS A - 



1960- 1280 CONTINUE 
1978- IF (CPT.EO.&k GOTO 1300 

/ 1988- 1100 CONTINUE , , 
1998- 1398 CONTINUE 
2008= K-N .* > 

878- AiiOi)=Al(Ol )+AiKiK )12IIl( l,J )*A2K 
180- fi1(02)*Al(O2)+AlK(K)tI1CI,J)+2fA2K 
390- Al(O3)-fi1(03)+A2K(K1tIl(I,J) 
180. ~1(04>-A1(04)+AlK(K)f12(1,J) 
110- 4ee CONTINUE 
128- 380 CONTINUE 
138-C 
I40rC RfiNGERENT DANS B 
1504 . 
160- DO 588 I=1,3 
178 Ol*Pt2tNP+Ot(K-1)+2lM(I)-l 
180- 02=OSi?lNP+OtIK-l1+2lR( 1 )  
198-C 
i00- "l(O1 )-fil(QI )+JI(I) 
;10- fi1(02)-Al(O2)+J2(1) 
i20- 580 CONTINUE 
i30-C 
i40.C RRNCEflENT DfiNS LE SECOND RERBRE 
;se-C 
i60- Dû 608 1-1,3 
170- 01=2tfl( 11-1 
;SB- O2*2tR( 1 ) 
190-C 
i80. F(O1)-F(0l )-fiBS(DJ)*FlIK1/6 
;le- F(O2)-F(O2)-ABS(DJ)tF2(K)/6 
i29- 699 CONTINUE 
im-C 
i40- 200.CONTINUE 
;sa-C 

ONTINUE .. 
2160-c 
2178- 980 CONTINUE 
2188-C 

ON FIXE LA PRESSION DU TRI 
DO 3900 1-1.0 
fil(O1(2tNP+9)+1)=8. 
Al(Ot(I-l)tStNP+10).8. 

CONT INUE 
Rl(Ot(2tNPt9)+2tNP+l0)-1. 

1669-c RANGEilENT DANS C 
5670-C 
1680- DO 708 J=l,NE 
1699- DO 888 1-1,NP 
1709. 01~Q*2*NP+OX(J-l)+211-1 
1718- . 02=2lNPt(2tI-1 )+NEtl2tI-2)+J 
17209 03~Qt2tNP+Ot(J-1)+2tI 
1738. 04~2lNPt(2tI)+NEt(2tI-l)tJ 
17484 

-UISURLISfiTION DES IUITRICES 

2 3 1 0 . ~  
23409 CRLL IRRGJ(RlrObDT,IL,ICbO) 
2358- IF (DT.EO.0) URITE (11,4) 
2360. 4 FORRAT (2X.t---------- MTRICE SINCULIERE..CA CHIE..... 

t 1 
1750- ~1(02)=fii(Oi) 
1760- . A 1  (04  )*fil(O3) 
1778- 800 CONTINUE 
1780- 700 CONTINUE 
1798-C 
1800-C 
1818-C CRLCUL DE LA CONTRIBUTION DE Lfi FRONTIERE 
1820-C 

2378. DO 1408 J-1.Q 
2388. 00 1599 1-1.0 
2390- U(J)*U(J)thl(Ol(I-1 )tJ)&F(I) 
2400- 1500 CONTINUE 
2410- 1400 CONTINUE 
2420.C 
2430-C----- ECRITURE DES RESULTATS SUR OUTPUT ET BUIT------------- 

- 
2468- ÜR~iËiie;ii?i üc1t2-i ).u(211 1 
2470- 1680 CONTINUE 
2480- 12 FORriRT (2E14.71 

2520- URITE (12,lB) UtIl 
2530- 1708 CONTINIJE 
as49- STOP 



~ ~ ~ = R E ~ u É s T , T A P E ~ ~ ,  PF. 
288-PURCE.COODCDC,lD=GEPAN. 
218-RETURN,COODCDC. 
2â~*EXIT,U. 
238~REOUEST,TAPE21DPF. 
248-FTN. 
258-LCO . 
268*CATALOC,TAPE28,UITCDC,ID=CEPAN,RP=999. 
278~CRTRLOC.TAPE21.C00DCDC.ID~CEPANNRP=999. 

~ ~ e - c t t ~ ~ i i t r t i t t i x t t x t ~ t t t t t t t ~ t ~ t t ~ ~ ' t x ~ ~ * ~ t : t : * t t t t ~ t ~ a  
328-CS111 CALCUL DE LA VITESSE AU CENTRE DE CHAQUE 
338*CI*Xt ELEHENT PAR UNE flETHODE D INTERPOLATION 

4309 REAL X(2.61) 
448- REAL U(184) 
450- REAL X2l ,X13 ,X32 ,Y l2 ,Y23 ,X l2 ,Y l i !  
468- REAL UIP( 184) 
478- REAL 1L(214).IC(214),11(3,3~,1~(3,3),J1~3) 
488- REAL J2(3),DJ,EPS,AlY,A2K,F(214),Fl,F2 
498- REAL SIC,R,FlI,F21 
500- INTEGER IE(3.92).LI(lû),LP(i?0).NE,NP,NLI,NLP,TE(li?2) 
510- INTECER tî(3),CPT,P,QlrQ2.03,04,DT,PI.O 
528-C 

578. RERD (18.1) NP,NE,NLI,NLP 
588. 1 FORART (415) 
598- DO 188 I=l,NP 
688- RERD (18.2) X(l,I1,Xt2.1) 
618- 188 CONTINUE 
628- 2 FORHAT (2E14.7) 
6389 READ (18.3) ~ ~ I E ~ I , N ~ , I - l , 3 ~ . N - l , N E ~  
648- READ (18.9) (LI(1 ),I=I,NLI ),(LPtI),I*l,NLP) 
658- 3 F O R M T  (315) 
6690 9 FORtîAT (515) 
67%. O-21NP+NE 
688- URITE (11.1) NP.NE,NLP,NLI 
698. READ(lZ,li?)(U(I 1. I-1,iaS) 
709-C 
tl@-C-----CfiLCUL DES RATRICES 6,B.C---------------------------- 
728.C 
739- DO aee K- NE 
7 4 8 4  
758- KK-2tK-1 

-.-. 

UIP(KK )=O. 
UIP(KK+l )-B. 
INTERAEDIAIRES DkCALCUL 

DO 388 I=1,3 
UIPtKK )=UIP(KK)+U(2tn(I 1-1 )/3 
UIP(KK+1 ).UIP(KK+l )+U(2tM( 1 ))/3 
CONTINUE 
U R I T E ~ S ~ , ~ ~ )  UIP(KK),UIP(KK+~) 
FORflAT(2El4.7) 
CONTINUE 

STOP 
END 
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Planche 4bis : 

Ecoulement potentiel- = 
résultant j+-p - .  ;. . . .  . : .  

t 



00-HMD,T100.CMtûûû0û. 
IB+CCOUNT,PROJET, DCTGE, PETUDE, C l46 .  
Z0=ATTACH,LIB.CNESLIBB IDmBIBLI*  
30=4TTACH.TAPEI0.B~1Cc(t1ID=GEPAN. 
40=LIBRARY(LIB) .  
50=PURGE. BV 1 T Y ,  ID=GEPQN. 
60=RETURN, BVITN. 
70=EXIT,  U. 
B0=REOUEST,TâPE13,PF. 
QB=PURQE.BFORC.ID=GEP4N. 

IB=EXIT,  U. 
ZB=REOUEST, TAPE 14, PF. 
30=FTN. 
~ ~ = L G o .  
50=CATALOG, T4PE 1 3, B V I  TN, ID=GEPAN, RPtgee.  
60*CATALOG,TAPE14,BFOK, ID=GEPAN,RP=QgQ. 
7B=*EOR 

3 
3W=C I 0 3 0 =  
480. REAL X(2 ,61  1 !840= 
418= REAL VN(214 ) ,VT i214 l  1850m 

REAL X Z ~ . X ~ ~ , X J Z , Y I Z . Y Z ~ , X ~ Z , Y ~ Z  ! m e =  
RE4L I L I 2 1 4 ) , I C l 2 1 4 ) ,  I ~ ~ 3 , 3 ~ , I Z ( J , S I , J ( o  1 070. 
RE9L J2~3l.DJ,EPS,QlK,AZY.F~214),F1,F2 18W= 
R E ~ L  SIG,R,FII,FZI r ew- 
INTEGER I E ( J , Q Z I , L I (  10l,LP(20),NE,NP,PI11,NLP,TE( 122) l I W =  
INTEGER M ( 3 ) , C P T , P . 0 1 . Q 2 . 0 3 . 0 4 . D T , P I I Q  1 1 l e =  

READ ( l e , ! )  NP.NE,NLI,NLP 
1 FORMAT ( 4 1 5 ,  

DO 100 1- I .YP 

690=c INTERMEDIAIRES DE CALCUL 
700=C 
71 0=  M( 1 )P IE (  f .  K I  
720s  U ( 2 l = I E ~ 2 , K I P  

CALCUL DE LA FORCE DE VOLUNE 
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-MHD.T180,CMi00000. 
=ACCOUYT,PROJET,DCTGE, PETUDE,C146. 
=ATTACH, LIB,CNESLIB, ID-BIBLI .  
=ATTACH,TAPEIB,BFICHI,ID-GEPAN. 
=LIRRARYILIB).  
=PURGE,BVITN.ID=GEPAN. 
aRETURN. BV I  TN. 
=EXIT, U. 
=REOUEST, TAPE13, PF. 
=PURGE, BFORC, IDxGEPAN. 
=RETURN, BFORC. 
=EXIT.U. 
=REOUEST, TAPE 1 4, PF . 
=FTN. 
zLGO. 
=CATALOG, TAPE1 3, BVITN, IDmGEPAN, RPPQ99. 
i=CAT~OG,TAPEl4,BFORC,ID=GEPCHJ,RPaQQQ. 
I;rlFnR ---.. 
I= PROGRAM MHD~OUTPUT,TAPE10,TAPEll=OUTPUT,TAPE13 Q 

1 .  TAPE14) C 

4 10= REAL X( 2,61 ) 
420;. REAL VN(214) ,VT(214)  
430s  REAL X21,X13,X32,Y12.Y23,XIt,YI2 
440= REAL I L ( 2 1 4 1 ,  I C < 2 1 4 ) , 1 1 ( 3 , 3 ~ ,  12 (3 ,3 ) , J1 (3 )  
450= REAL JZi3),DJ,EPS.AIK,A2K.F(214),Fl,F2 
460- REAL SIG.R.FII F21 

READ ( l e , !  l NP,NE,NLI,NLP 
1 FORMAT ( 4 1 5 )  

DO 108 I = I , N P  
READ ( 1 0 . 2 )  X ( l . I i , X ( L , I )  

100 CONTINUE 
2 FORMAT (2E14.7)  

READ ( 1 8 , 3 )  ( ( I E ( I , N I .  1=1.3) ,N=l .NE) 
READ (10 ,Q)  ( L I (  l l , I = 1 , N L I ) , ~ L P ( I l ,  I= l ,NLP)  

3 FORMAT ( 3 1 5 )  
Q FORMAT (515) 

P=2rNP+NE 

CALCUL DE LA VITESSE NON PERTURBEE 

AtKml-(XB**2-Y0**2)/D 
A2K=-2*XB*YB/D 
ECRITURE SUR LE FICHIER BVITN 
URITE( I 3 , l Z ) A I K ,  A2K 

CALCUL DE L A  FORCE DE VOLUflE 

F2=-EX8XI 
ECRITURE SUR LE FICHIER BFORC 
WRITEi 14,121 F I , F 2  
FORMAT(2E14.7) 

CONTINUE 
STOP - . -. 
END 
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Champ de & ~ n c a  (éRecltrrode à V / 3 )  







E. DTJRAND 

Electrostatique - Masson 

K. KARAMCHETI 

Principles of Ideal - Fluid Aerodynamics - Krieger 

LANDAU $ LIFCI-IITZ 
Electrodynamique des milieux contimis - Edition de Moscou 

T.G. COWLING 
Magnétohydrodynamique - Dl.l'NJI! 

R. CrnOLET 

Mécanique des fluides - Masson 

BRUN - MATHIEU 
Mécanique des fluides - D W D  

RAVTART 

Les méthodes dléléments finis en Mécanique des fluides - EVROLLES 

8 1. SNEDDON 

Eléments of partial differential equations 

9 E. BERNARD - F. JEAN 
hojet de fin d'études - E.N.S.A.E. 

1 O P. MARTY 

Separation electromagnétique continue (thèse) - INP Grenoble 


