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OBJET :
Ecoulement hydrodynamique autour d'un cylindre
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Chanp de vitesses

Pression

Chanp électrique

Chanp magnétique induit

Champ magnétique résultant
Densité de courant

Frontiere intérieure (paroi)
Frontiére extérieure (rejetée a 1'infini)
Domane d'étude de 1'écoulement
Frontiére de .

Vitesse infinie

Champ magnétique a 1'infini
Force de volume

Permittivité magnétique

Normde extérieure d'une frontiéere

Tangente directe ( ~E>o ) d'une frontfeére

Conductivité électrique
Crarp électrique de référence

Longueur de référence



Masse vol um que

Nonbre de Reynol ds magnéti ques
Paramétre d'interaction

Paramétre : =—€a—
Bo u.o

Rayon du cylindre

Fonction de courant,fonction de potenti el
Coefficient de pression

Nonbre de HARTMAN

Vecteur tourbillon

,{(5) Potentiel conpl exe de 1'écoulement
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INTRODUCTION

En 1975, Jp. PETIT et M VITON i nagi nent un chanp de force de Lapl ace
particulier qui, lié auncylindre placé dans un écoul enent supersoni que de fl ui de
conducteur, aurait la propriété de suppriner ou de dimnuer trés fortenent |'inten
sité de 1 onde de choc en front d obstacle. Ils basent |eur argunentation sur une
expéri ence d'analogie hydraul i que au cours de laquelle ils nontrent que | e chanp
de force en question supprine 1'onde d étrave dun cylindre placé dans un écoul e-
ment bi di nensi onnel de flui de conduct eur.

L'expérience reprise en 1981 a 1'eNSAE  confirne | a disparition de
|"onde d étrave et nontre une influence du chanp de force sur les |ignes de cou-
rant : par rapport 3 1'écoulement potentiel, celles-ci sont écartées a |'anont du
cylindre et ressérrdes vers |'aval.

La nodél i sation de cet écoul enent MHD fut abordée en 1982 par
F. JEAN et E BERNARD, au cours de leur projet de fin d'études de 1'ENSAE . Ils
montrent que dans | e cadre d'un écoul ement bi di nensi onnel autour d un cylindre de
| ongueur i nfi ni econdui sant & we configuration bidimensionnelle du chanp el ectri -
que, le chanp de force est irrotationnel . Seul e chanpdes pressions est nodifié
car en tout point le gradient de pression est équilibré par | e chanp de force de
vol une, |a vitesse restant inchangée. Par rapport a la pression de 1'écoul enent
potentiel, celle-ci est abai ssée en anont et augnentée en aval ; |'effet gl obal
est |"apparition dune force propul sive, nais | e nodel e ne rend pas compte de | a
modi fication des |ignes de courant.



L'objet du présent travail est précisénment de nodéliser cette action
du chanp de forces sur les lignes de courant. I1 est necessaire pour cela de con-
si dérer une force non- irrotationnelle qui, ne pouvant plus de ce fait équilibrer

| e gradient de pression, entraine une nodification des |ignes de courant.

Ainsi, apres avoir expose dans |e premier chapitre [ es principes de
la géongtrie du chanp de forces, |es équations général es, | es travaux antérieurs
et leurs acquis, le deuxi ene chapitre présente | es hypot heses actuel | enent faites
pour tenir conpte des effets tridinensionnels électriques et nagnétiques dans | e
cadre de la linéarisation des équations du fluide parfait bidinensionnel par dou-
bl e dével oppenent asynpt ot i que.

Le troisiene chapitre est consacré a | a nét hode nunéri que " él énent s
finis" utilisée pour résoudre | es équations |inéarisées aux différents ordres ainsi
qu a |'exposé des résultats obtenus dans |es différentes configurations de position
des él ect rodes.

Les résultats sont en bon accord avec |es observations qualitatives
experi nent al es.
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PRINCIPES ET EQUATIONS GENERALES
TRAVAUX ANTERIEURS

1. PRINCIPES GENERAUX

Des expériences ont montré que 1'action d'un champ de force de Laplace
particulier, de |la forme 3,\ B (3 : ensemble de tous |es courants agissant sur |e
fluide, B : résultante des champs magnétiques), |ié a un cylindre placé dans un
écoulement supersonique de fluide conducteur, diminuerait fortement 1'intensité
de 1'onde de choc.

Cette argumentation est basée sur une expérience d'analogie hydrauli-
que au cours de laquelle on montre que | e darp de force en question supprime
1'onde d'étrave d'un cylindre placé dans un écoulement bidimensionnel incompres-
sible de fluide conducteur, et modifie les lignes de courant. Par rapport a I'écou-
lement a potentiel, celles-ci sont écartées a 1'amont du cylindre et reserrées
vers l'aval.

2. EQUATIONS GENERALES

2.1 . EQUATIONS HYDRODYNAMIQUES

D'une maniére générale, | e mowemat d'un fluide est régi par |les équations
de NAVIER STCKES Soit

e Equation de continuité

-l

20 Lk (7)ot e urTao

d at



e Equation de auantité de nouvenent

* e(gY,, (7.9)7) = -7, +¢VAV «oF

ol o Freprésente 1'action des forces de vol ure.

Dans | e cas particulier de 1'écoulement Stationnaire inconpressible dun fluide
parfait, ces équations, connues sous | e nomd'équations d'BLER devi ennent

-—tp
v

advyv

=0
* (V.E") .v=

_A Ve L F
e

2.2, EQUATI ONS DE L'ELECTROMAGNETISME

Hles sont régies par |les équati ons de MMXVEL :

-

- D
Xrot B= - —
o

x ot B=p 3
xdivB= O

et par laloi d'ohm généralisée :

xT=a0 E+V5 D

2.3. EQUATIONS DE LA MAGNETOHYDRODYNAMIOUE

Pour obtenir ces équations, il suffit de coupler | e probl éne hydrodynam que
et électromagnétique. Les équations deviennent en fluide parfait

x (1) : divV=0



2@ e(V.7)V = _ ¥ TAT =_Tp + @ (E« VpF)aB

qui peut encore s'écrire sous la forne :

hY

2@ e (T(X) + (FaT)4 7] =-Tp +Ta¥
x3 :rot E=0O dvE=0

@ A B=pT= |, & E+V, B

x (5) - divB=0

x(6) : 7= 0 ([E+V B

On traduit donc dans 1'équation(2 1'interaction d'un courant électrique et
d'un chanp magnétique sur chague unité de vol une fl ui de.

Ain d'éval uer 1'inportance relative des différents ternes dans | es équations, on
introduit | es grandeurs adi nensi onnel | es sui vantes :

— - = - e r
g“z ___‘;_ E = .E.. H' = _‘4_. P“: —_
e, E&f U_, euﬁ
» o N
g, S-S
L
Les équations s'écrivent al ors :
x(M: VU =o
x (2 (W.?) 0 v = I(E ~ € U%) B')AB'
x(3: V.E'= o vy E- 5
CO T e (B B8) e g
£(5): V.8= o



(Ges équations font apparaitre 3 paranetres (I, R, & dont on nontre facil enent
qQuils sont indépendants, avec :

a B, EM L \ L . . . .
x 1= Vi : paranetre d'interaction qui fixe l'ordre de la
€ force perturbatrice par rapport ala quantité de
mouvenent du 1 ui de.
xR o= po T Yo L : nombre de Reynol ds magnéti ques.
tB8= _Fr___ : fixe ['ordre de grandeur du courant da au chanp

Bo U électrique a cel ui induit par |e champ nagnéti que.

En conbi nant | es équations (3),(4 ,(5 et(® ,onaoabtient arelation classique

régissant |'action d'un champ nagnétique sur un flui de conducteur, soit en régine

stationnaire :

o —_— - —
x (7) : D_E_-_O =M(\4‘AB')+_/1_ A RF
4
R

cette équation étant anal ogue en hydrodynamique a | ' équation du troubillon en

régi ne stationnaire.

— -
¢

Ka_{__i':O: n,at(q“,\ ‘) +_/LA..Q.
Re

o -

ou R, est | e nonbre de Reynolds Rg = ~

Le nonbre de Reynol ds nagnéti ques R, qui représente, par anal ogi e avec | e
Reynol ds hydr odynami que, | e rapport du terme de convection de B a cel ui de diffusion

de B, nous pernet de définir deux grandes cl asses de probl enes en MHD

: régine a diffusion prépondérante ; 1 ordre de grandeur des
courants él ectriques est tel que | e chanp nagnétique est peu

perturbé par |es courants.

xRp<< 1



x R, >> 1 :reégine a convection prépondérante. Le champ nagnétique
apparait comme convect € par 1'écoul enent du flui de (hypo-
thése du champ ¢d 6.

Dautre part, en renpl acant Tet P par |eur forme adi nensi onnel | e r espec-
tives dans 1'équation de | a dynam que :

x R ((W".V)ﬁ‘+5’f’) = Aﬁ'-&-ﬂ"(IAB
onfait apparaitre : | e nonbre de HARTMANN, M :

xM=BOL\i o
eV

qui fixe |'ordre de grandeur relatif des forces de Lapl ace et des forces de
viscosité. On renarque que | e paranetre d'interaction I défini précédemnment
s'expring enfonction de M:

xI=

Re

3. TRAVAUX ANTERIEURS

3.1. PRESENTATION

31 .1_Cadre général de 1'étude

(es travaux concernent 1'écoulement bi di nensionnel stationnaire et in
conpressible d'un fluide parfait autour d'un cylindre isolant possédant deux
él ectrodes de potentiel s opposés, di sposées de facon synétrique par rapport a
|"axe du cylindre, le tout étant placé perpendicul ai renent au pl an de 1' écou
lenent. De plus, dans larégion entourant le cylindre, on inpose un chanp na-



Pl - .-é . - Y Ve Ve . .
gnétique B_ constant dont |a direction est parallele aux genératrices du cylindre.

4
oh 8
—_— N >
- x
+V

3.1.2. Hypothéses supplémentaires €t mse en éguati ons du probléme

Dans toute notre étude, nous nous plagons dans |e cas ot R,;<< 1, C'est
a dire dans un régine a diffusion prépondérante. Dautre part, on néglige WAl
car le parangtre est tel que : € << 1.

Le chanp nagnéti que créé par 1'ensemble des courants agi ssant sur le
fluide devient de ce fait une perturbation devant B,.

Le systéne général dr'équations devient alors :

x V. U =0
e(M.V)a‘*-vP: O—_E’\E.; avec E',R =€.0+?M



Pour une vitesse a I'infini inposée, le type d écoul enent dépend du terne
source de forces extérieures §, B qu'il faut déterminer d abord en calculant J,
ensui te en cal cul ant 'ﬁinduit par cette distribution de courant.

3.1.3. Champ magnétique €t champ él ectriaue

nh calcule ici le chanp électrique créé en tout point de |'espace
par deux gonduct eurs rectilignes infininent | ongs, portés respectivenent aux po-
tentiels - V. Le calcul est effectué en Anexe 1.

n obti ent
E 2RV (R~n) Am®
n o= X
LR (R hn A

E‘B - 2RV X (R‘*'\") Aod 9

zﬂ 25.%' (Ren) o 4R acce
que 1'on peut &crire en coordonnées cart ési ennes :

E, — 2RV y 2~ ~
GR (2R 4 by
E. = . 2RV x - "j"""‘\
A? - 4 X

-1&- (')c_- +R +tlnc7

a.



Il s'agit du chanp nagnétique induit par le courant généré par
le chanp él ectrique précédent. Ge cal cul est dével oppé dans 1'Annexe 1 a partir
de |' équation qui, sous forne adi nensionnel l e, s'écrit :

—) % —.S _‘1/ BQ‘ _ ° " \ P - .
x Nt B% = E aveC Be= 1o (dapres |a géométrie du
6. probléme).
(h obti ent
R+ M9 AP
x B:?_ Z’) (QMK} + n- ) Mee].—g,

1R

x ‘5‘: - ( N+ AnD n-Mm® g pow 0 e |

¢ n® 3 e ® N ) ]/”

x.j,zs

ou en coor données cart ési ennes :

y . .
£ [ B 2y)- gy (=

32 PR NJ PAUX RESULTATS ET GONOLUS ONS

*
x B;l —

321 Expression de |a force électromagnétique

Les expr essi ons pr écédent s ( de Jet B pernettent de calculer les
forces de Lapl ace T A BR(avec BR = B + 3B o) deuxi ene nenbre de 1'équation de

| a quantité de nouvenent :

— — -— -
x e ( v) U +Vp = TR, _(8.+8,) X8
(% 4 S
avec : (A) ?AER =4 (FAE:),\\Q*--@;): A 1. (894-3;:)335‘3
/V’ /VO 9]




. . . , - fnd ,
322 instationnalitéde J , Bn, SES conségquences

On constate d'aprés() que laforce J,\ B, peut se nettre sous | a
forne d'un gradient

-ty

x Aél._.,._-v.d) o ¢

b

( 8, B\': + /% B:;)

Cette force est donc irrotationnell e, conservative.
L' équation de la quantité de nouvenent s'écrit dans ces conditions :

X ({(M v)u (p+5° a“*z/"‘ 83,)

"O Ne

ou de nani ere équi val ente :

(A No 1y.
soi t
* QWA(VA\—A.)-;_V(‘)-\-%_ \[-rff.%\,_*‘—:i—-g:z)
° Ne

S de plus on suppose que 1'écoulement pernanent consi déré provient
dun écoul ement initialement irrotationnel, le rotationnel de |a vitesse est
toujours nul : il n'y a en effet aucune production vol unique devorticité et
celle-ci est tout sinplenent connectée par 1'écoulement, et nulle pour t = O,
ellele sera pour tout t.(Théoréne de LAGRANCE).

On obtient ainsi la formulation particuliere du théorene de Bernouilli

x (2) : 8 e, 3'_82:%
(2) P* e““‘M’ t*lp. ¢




Les forces de Laplace irrotationnel | es équilibrent en tous points le gra-
dient de pression. Aucune perturbation du chanpdes vitesses n'est possible et
Suit 1'expression classique pour 1'écoul enent a potentiel dun fluide parfait
i nconpressi bl e autour dun cylindre(ce calcul est dével oppé en Annexe 2 , soit

sous forne conpl exe : Uye U (Ao T S“:\Y‘))
%4"
* W(n)= Uo (4. & A ow . Uy (o2
,}) ( %" ) qy o* ‘ (“.")‘)\. )
tandi s que | e chanp de pressions perturbé devient -
1
x . p = avec : - 88,4 8
P"P"'¢ ‘b";;','“""'a,v.

On peut naintenant, a partir de ces considérations, étudier 1 évolution
de la pression a la paroi ducylindre avant et apres |'application de |a force
de Lapl ace pour dégager 1'effet de poussée esconpt é.

Pour cela, nous allons tracer |es courbes Kp(coefficient de pression)
le long du cylindre. Nous allons rappel er |a définition du coefficient de pres-
sion : "ai p est La pression statique €n un point de La paroi du cylindre, oOn
definit ainsi Re coefficient de pression Locale :

Kp =2 —n (nombre sans dimension)

P.’ e et U.o désdignant Les conditions & L'infind".

En appliquant | e théoréme de Bernouilli, nous avons :
* Po-r%eu; =P’+/2}eu‘



dou :

x KP = ___‘(P*é) ~P = P-P “* ?—i
et :
x Kp = Kp, + M» avec Ko. qui représente | e coefficient
e Y- de pression avant 1 application du chanp
de force de Lapl ace.
Nous avons donc | es rel ations suivantes :
- Sans champ : KP= A_ 4 A0
- Avec chanp : Ke = A_§ anh 4-_2_‘_’1 =A_AM‘9+2_B_‘E(6°+_63)
e Us oY F)

Les calculs de 1'Annexe 1 nontrent que B, qui est constant sur le cylindre
a pour valeur :

- sur la face anont du cylindre = ( x<0) ("%’<9<—5j )
2

L WIS AR 059

LW

- sur laface aval(x 5 0) (- < o<l{) .

PV ('—:r)

x B = -
z — —
V)l Z, 28 1
a. .
d autre part, étant donné les valeurs de p, et , On peut négliger sur le
cylindre le terne B, devant B_.



[l vient donc :

XKP-:: A _ b a0 +_2i fnrte 4::8"3'-_
eu; Mo
d'ol :
2 Koz Al awd o 2P
e Y=
v
-V
g 8,V a8,V
¢=‘&31g x(—“{r) 4):___1__“.1(4-£)
— M
U, 5
= >
x
+Vv

La force de Lapl ace aura donc tendance a créer une dépression vers
1'avant du cylindre ( p' = p + ¢ avec § < 0) et une conpression vers
1'arriére ( ¢ > 0) d'od il résulte une force dirigée vers |'avant qui sera

donc une force de type propul sif.



® Tracé de 1'allure de la fonction K (@)

Tracé de 1'allure de la fonction K (8
A Ko

On remarque que 1'on a une discontinuité de | a courbe pour
qui est due au fait que I'on traverse les électrodes. Pour éviter cela, il

— sans damp

--- avec chanp

Q\V

e

=T
T

suffit de choisir un moyen de I es contourner (par exemple un petit cercle de
rayon a et nous awns :

au lieu de :

I

T

void oo



La force agissant sur le cylindre isolant n'est due qu aux

forces de pression statique ; car e chanp magnétique n'influencera pas |e
cylindre lui-néne. La résultante des forces de pression. s'exprine par :

ur
-—
x F =_ p ~ &S avec : .
o N‘:’: w9r+M93

M R46

4!

6

-
A

Y
I

Gette résultante étant portée par 1'axe des X, nous avons

en projection sur cet axe :
T

* F,x.:_ / ng Rd9 .
o

BEhutilisant le théorene de Bernouilli (2), il suit

T ) 5 Rd® Y EYPRTY d;
* F = u AN "‘/ —_ " L 0*"/ =2 62
x /0 { e 0}6 o t", % ° r'o ‘71

i
o Ae® RAD = O

A © RO

AGN
]
Nous avons VU précédenment que 1'expression du chanp de vitesse

était : IR
M = uaﬂ (/1 - R‘- e \_)
- (1&"*"”)
x Y
1R
J = o P ‘}\ )
(')



A la surface du cylindre, nous avons donc :
xpour : +~J" =R (4,7( =
dou :
(il 1819
Ao U, 0 Rdd _ [ 20\
x Z Ze 7‘ Lot = e o
(2]

. .9 1M
3 )

Ge résultat est connu sous | e mm de " paradoxe de d'Alembert'
pour un écoulement a potentiel de vitesse uniforme (fuide parfait), c'est a dire
quee | a résultante des forces de pression s'exercant sur |e cylindre est nulle.

2D w?® R49 -

D'autre part, nous avons vu que :

AT
1r) pon L <O

x B, (,?X V”’ x(f

et :

“Bols LoD (L) o T <0<T
R
donc : ’&3“’
* zl?‘. gfﬂ:V~=u,c
EAT
donc : ;Jk)

(A .
x/ Bl aw® K40 = O
A s

par consequent :




d'olt :

T
x F.,,_:_.ITR V6°
1R
Q.
donc :
x Fo _wme YR T o

On vérifie bien que 1'on obtient une force propulsive qui est
indépendante de 4. . On remarque aussi que si 1'on inverse les deux électrodes,
on change | e sens de F et on obtient dans ce cas une trainée et non une force pro-
pulsive.

AT
On vérifie aussi que | a portance P,} = - L P sn® R4V
est nulle. De mame un calcul simple en fluide parfait montre que | e champ de
Laplace peut entretenir une accélération.

=\

, . —
En écrivant que © . 2% - ZF
on arrive a 1'équation suivante :

~

x m'a" - 1TR Y_&f—q—

U
o 43

La répartition de pression induite par | e champ de force de
Laplace est capable d'entretenir une accélération (ou un freinage si V< 0).
Pour avoir une idée de 1'intensité de | a force propulsive, on peut faire une
rapide application numérique, avec des valeurs qui furent celles du dispositif
expérimental dans | e cas ou | e fluide est un plasma.

xV =100V a=107"n
_ _2 _ ‘““ -7 ~ d
x T = 1 ohm/m U, = S""’"""/, .2{’,33_5 ~
e
* B0=O,3T




Il faut reconnaitre I'intérét tres relatif de ce calcul en fluide
parfait qui représente md les efforts aérodynamiques (paradoxe de d'Alembert).
Lh calcul en fluide visqueux s'impose pour rendre compte correctement du bilan
de forces.

CoNCLUSION

Dans cette premiere partie, |a configuration électromagnétique
permet de mettre en évidence |a présence dun damp de forces irrotationnel qui
n'a dinfluence que sur | e damp de pression , et qui induit par conséguent une
force propulsive.

Cependant, il serait intéressant d'étudier |es perturbations
que peuvent engendrer les forces de Laplace sur | e danp de vitesses et sur les
lignes de courant. C'est ce que nous allons développer dans | a deuxieme partie
en prenant une configuration différente.
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DESCRPTION DU MOUVEMENT DU FLU DE
soumiS A UNE FORCE [E VOLUME
NON' CONSERVATI VE

1. GENERALITES

La premére partie de ce mémoire a exposé | es travaux antérieurs traitant
essentiel |l ement |a configuration dun cylindre infini qui conduit a un chanp de
forces irrotationnel qui n'influence que |a pression.

I1 est donc nécessaire pour décrire |'influence du chanp de forces sur
les lignes de courant d introduire un nodel e plus conforne a la configuration
expérimentale et considérer un cylindre de |ongueur finie qui pernet par |es
effets tridinensionnel s des chanps él ectriques et nagnétiques induits d obtenir
des forces non conservatives.

Le calcul est linmté al'étude des petites perturbations d'un chanp de

forces de Lapl ace faible devant |es forces dinertie ; situation pour |aquelle
une linéarisation du nouvenent est possible.

2. LINEARISATION DES EQUATIONS DU MOUVENENT

2.1, CADRE GENERAL DE L'ETUDE

21 _1_Hectrique et nagnéti que

Pour introduire | es effets tridimensionnels du chanp de forces
de Lapl ace, nous nous pl acons dans | e néne cas de figure que précédemment, mais



en remplacant |es électrodes de longueur infinie par des électrodes de longueur.
finie,, les grandeurs électromagnétiques (potentiel et damp électrique, darp
magnétique induit par ce courant, champ de forces de Laplace) devenant de ce fait
des fonctions de 3 .

21.2. Hydrodynamique

Les objectifs de cette seconde partie nous ont econduit a introduire un
schéma tridimensionnel pour | a partie électromagnétisme. Compte tenu de | a confi-
guration expérimentale, il semble a priori qu'un calcul bidimensionnel paisse
conduire a une description correcte du comportement du fluide.

Nous étudierons ainsi | a couche bidimensionnelle de fluide située de part
et d'autre du plan de symétrie P = O qui est perpendiculaire aux génératrices
du cylindre.

Les hypotheses d'études restent celles de 1'écoulement incompressible et

stationnaire d'un fluide parfait.

21.3. Autres hypotheses

Dans | a loi d'Ohm ('J’: G E+UA?)), on néglige | e terme
dn B Compte tenu du cadre général de 1'étude, un simple calcul d'ordre de
grandeur montre gque cette hypothése est justifiée.

De plus, on suppose que | e damp de force qui agit sur | a couche

de fluide est celui qui existe au voisinage de R = 0, cela découle des hypotheses
du paragraphe 2.1.2.

2.2, LINEARSATION DES EQUATIONS DU MOUVEMENT

Compte tenu de toutes ces hypotheses, | e systéme d'équations couplées
mis sous forme adimensionnelle, est de | a forme présentée ci-apres.



A savoir :

ke ]
<3
®
»
x
1]

ou 1'on rappelle que (voir |a premiéere partie) :

x1= "% Eg L est | e paramétre d'interaction qui fixe I'ordre
e Uo

de | a force perturbatrice par rapport a | a quan-
tité de mouvement du fluide.

xR = Mo T u, b est | e nombre de Reynolds magnétique.
x €= __Ex fixe I'ordre de grandeur du courant dfi au chanp
Bo U électrique a celui induit par |e damp magnétique.

Mais | e Reynolds magnétique doit étre defini dans notre cas a partir de g
et non pas de 8 U, , car il ne faut pas oublier que R caracterise 1'ordre
de grandeur relatif de B, et du champ magnétique induit par tous les courants.

p-T By | N .
AveCR = ———— | e systeme a résoudre est donc |l e

. . B,
suivant :

X 6»' J":o

-

x (B F) T 2T = T (E'e € W),



La résolution du systéme complet n'entrerait pas dans | e cadre d'un
projet, et c'est |a raison pour laquelle nous avons limité 1'étude a la re-
cherche des solutions approchées.

Dans cette optique, et en se plagant dans des conditions ou les
parametres I, R et € sont petits devant 1'unité, nous allons effectuer
des développements asymptotiques suivant ces parameétres pour pouvoir décou-
pler leurs effets et rendre les équations plus simples et plus solubles.

Ainsi, lorsque I, Rm ou € tendent vers O, les éguations ne chan-
gent pas de nature (vmére ordre de dérivation) et les perturbations en I, R,
et € sont donc a priori réguliéres. Ces trois paramétres étant indépendants
(ceci est déja mentionné dans | a premiere partie), on peut donc décomposer
toute grandeur A sous | a forme :

A4
x A= Ap +[ Ry AJ° +T &) wen ]+ [TRa A%
et penser que cette approximation sera uniformément valable.

En portant ce développement dans |es équations et en identifiant
tous les termes de nére ordre, on obtient |les équations découplées en I,

R, € , IR



2.3. EQUATTON A L'ORDRE O

Le systeme devient a I'ordre O :

xV.3e=O X_V.A—é:"-'-a

x V. E. =0 XVAE;'—'B.
— - —r — ey

x(ua.V)oq-VP,:O VU, =0

avec amme conditions aux limites :

* \4,-.-.4 Mrao (M"“‘g"‘) . E:ZM{‘& Eo=awno

et donc 2 cet ordre |les problémes hydrodynamiques et électromagnétique sont
totalement découplés :

e poLr_Le_dErp-magnétique

TB’O est constant en tout point de I'espace.

on calcule | e dap créé en tout point de |'espace par deux conducteurs
rectilignes paralléles, de longueur' finie et portées respectivement
aux potentiels - V.



equi potentielle
électrique

a2

Le calcul que 1'on effectue en Annexe 3 nontre que 1'on obtient |a

combinaison de deux réseaux d'ellipsoides de révolution dont 1'expression géné-
ral e est

~—

% \" (P(n., 9,5)) = :__\{__ éj (ﬁ-%nﬂ&?-&\“-ﬂltﬁ)x (Jn‘.;hk&hkl(h;);&;

o (v n o INRALD R +(103)t+l}¢£) G | Y XN RM.MRE(I.;)‘.BJ

A

On en déduit |e chanp électrique :

cE .V [ (n. RAwD) ( Lan £ox
REETRY )

* - ¢y w0y
’L.Z%‘% (No1nRAO48) M R ante®alley’ TR TnRande R (L]
* F <= [ R ( Len Lo
VT T b () = T F J o
eZ'J‘!TC (n - WNRARDR Qy\?-lnﬂuefk +(L4) ‘n‘_‘luﬂu.»..a‘..(l_;)'

- SR

v A y
1£a1u [ -

T Un. Rt lla) (T Ramestilly)



ou encor e en coor données cart ési ennes

x E =Y x ( Ay . £ )- .
E Z\?% (m Q, -:\'\JR +K q;\:f;lak*ﬁ'q (‘tiﬁr \)m‘a»‘:‘_“q"lfﬂ‘-\-(lq)“
x - _' ‘z’
1&."! [ ‘I. v’ UR iy ) (\‘;m\*;\ihld"(‘?ﬂz)\‘ + Q - X:’ ~ o )-
+ g V y 4«.1-) .l,ﬁ R (£=s)
- Zz— )

\ET TR PY SRR r,p“;s_ gk NITETY
(lire les remarques concernant E en Annexe 3

. - -

Oh retrowe 1'expression cl assi que de |' écoul enent bi di nensi onnel dun fluide
parfait inconpressible autour dun cylindre, soit sous forne conpl exe

b W(:}) = ‘4,_(/'_5)

z\v
aJyencore :

x U = A_ R* (n- ")
(*‘*v‘r

IRy
7 ('x,"-wJ‘)"

Nous allons naintenant faire [ e calcul aux ordres supérieurs, en considérant
dans chague casvuacatégorie d écoul enent a | aquel | e nous nous i nt éressons

x € =O(justifiee par |'absence de singularité), ce qui revient

comme nous |'avons fait entendre précédemment a négli ger
- -
le courant dtt a w, 8



2.4, EQUATIONS A L' ORCRE 1T

En identifiant les ternes en I dans | e dével oppenent, |e systéne devi ent

v o4 - - -, -
X Va b“ =O V,ED‘-O V E"—o
4 - A A -
— - — -— - — -)—.. - gy -
(W, . F)UW* o (W00 4 Tpft 2 Ep8 || 7-8"=0 74827
donc
-—p -t L d -t - Ed
x V. 4M=O VAE:u:-ob E:dgomf"‘ = E:‘:O
de néne :
-5 - ° - - o4 —
X V. 84.‘3-_ O VAs‘A :E :‘:OM& __—'=> 84 - O

I1 reste donc | e systéne :

—ly
04

x V.

i
(o}

A
w, ;) q‘4q-(a:‘06)ﬁ.o "‘—VaPoA = _E-:/\ﬁo

0

ok
—

Comme nous | 'avons expliqué dans | e début de cette seconde partie, nous allons
rechercher une sol ution approchée dans |e plan de synétrie d équation n, = 0.

Neus verifions dans 1'Annexe 4 que le terne E_ A B est non

conservatif c'est adre = , donc nous aurons a |l'ordre
i R (tPAﬁ, ) + O
I une pertunbation de champ de v.itesses.



Le probl éne a résoudre devient donc | e suivant : trouver Y;* et pJ*
vérifiant :

—a

ol U,n'est autre que la vitesse de |' écoul enent & potenti el
G probl éne est traité dans la troisiéne partie par une néthode de type €l énents
finis, en passant par une fornul ation variationnelle faible.

25. FQUATIONS A L'ORDRE R_

On identifie les ternes en R, dans | e dével oppenent et il vient

S
TTA0 -

avec comme condition aux limtes :U/°=o sur M, et Uy°.R-osur I

Ao = Ao
==> M4 =0 ¥y - Py =9
- — — - e - —a
d'autre part : V€% =0 V.E”=0 EMf.0awl, = E/°=0
- — —“ ot -‘4 -
pour : '5‘“ V.84°=0 VA 840 = E,



correspond au chanp nagnétique induit par |e courant di a ;
Le calcul de ®:° est effectué en tout point de |'espace, en Annexé 3 et

condui t aux expressi ons sui vantes :

40

By = O porn B =0
x %:; = 0 v 3 =0
) ya Va
X %: = ,..A/ "_58 +
: ﬁJ‘m \’n (TRCRW W o nhﬁ (h- A2 \)1\‘-)7-'\-&9*4’41. M(
s 4
AQnrce i

Le dével oppenent en R_n'a donc conduit qu au cal cul de 8:" ,

chanp nagnetique induit, par le courant dt a
Nous pouvons pour affiner |e rai sonnenent poussgr | e dével oppenent jusqu'a

1'ordre IR .

26 EQATIONSA L' GRORE IR

Qhidentifieles termes mxtes d ordre IR dans | e dével oppenent et il
vient :

[ G—
x V.M:‘-:O

x (0. 7) Wb (0.5 )T (T 7)

o °

v a4 TeA endi S

x V,8 =E V.R'=0
-l - - -

x VAEM =0 v.E' =

t

[H

A



avec les Vecteurs f\:“ qui représentent les termes d'ordre IR dans | e développement

de A (W-.-U, €,§°) ; A} représente | e temre en R, et A l e terme
en I.
- - -—l — fenF L]
x VAE:‘-.-:B. V'E:‘go E‘“:om\:. = E4 = 0

Nous avons VU au paragraphe 2.4. que :

—
A -l
* E: =0

donc :

— - e - - —.A4
ZEM=E =T TE'=0  RMeosf. B Bls0

<

X

D'autre part, nous avons vu au paragraphe 2.5. que :

TA
x u4°=6

il reste donc | e systeme suivant :

'Y
x v a.:‘ = 0
- =N\ =y 2 AU LT E -‘;M
x (MO.V) \4‘ +(U4 oV)uo“' P = oA 1
— - -, —
avec : WM-0  sur Lo et Uim=0 sur L
-l . . . z
avec B:" qui est | e damp magnétique induit dont 1'expression est donnée

au paragraphe 2.4.

Gnmre au paragraphe 2.3. nous cherchons une solution dans | e plan de
symétrie d'équation n = 0.



Nous veérifions en Annexe 4 que | e terme E §r° est non conservatif

( IR ‘3.4") *o) , donc a l'ordre IR , Nous aurons une perturbation do

de vitesses.

-
A

Le probleme a résoudre est donc | e suivant : trouver MA et p;

vérifiant :
— — - - = -— - A — .—‘.
x ( ,.V)u:‘-.-(u‘ -V)uo 'U'VP‘ poeed °AB‘
* ?.a:‘=o ANt (};“:: ma [, & C“:";: = 0 NPP

On remarque que I'on a exactement | e mére sytéme a résoudre qu'au 2.4, seul le

second mamtre change. Naus pouvons donc résoudre |es deux systémes en n'élabo-
rant qu'un seul programme d'éléments finis, ou pour chague systéme nous ren-

trerons | e second mamre qui lui est propre.

La résolution numérique de ce probléme est abordée dans | a troisieme

partie.

2.7. SOLUTION ANALYTIQUE FINALE

En se limitant aux développements d'ordre 1, en I et R plus | e terme
mixte en IR , ON obtient donc | a solution analytique approchée suivante :

x 'UT-.-'\I, -t-I\T:‘-a-IK,... U':‘

Pz pe +Tpl TR pf
- —

x BE=E
-y - o~

* B:'Bo'.’RMB:



Qe nous avons pris R << 1, on peut donc prévoir avant la
résolution numérique que | a perturbation engendrée par les termes d'ordre I
sera prépondérante devant celle engendrée par les termes d'ordre IR, 11 est
cependant intéressant d'étudier |a contribution des termes d'ordre R

e Canclusion

Compte tenu des conditions d'études et des hypothéses que nous
avons faites dans cette deuxieme partie, nous avons vu que 1'on obtenait une
perturbation du darp de vitesses. Reste, dans | a troisiéme partie, a aborder
| a résolution numérique.



| = 3&ME. . PARTIE. -

RESOLUTION NUMERIQUE



RESOLUTION NUMERIQUE

_tE e Ea L=

1. HYPOTHESES DE TRAVAIL ET METHODE DE RESOLUTION

Le chanp de forces non conservatif introduit dans | a seconde partie, a
perms de nettre en évidence | a possibilité de |'existence d une perturbation
des lignes de courant. Il reste donc mai ntenant a aborder par |a résol ution nu-
nérique |"aspect qualitatif de cette perturbation.

Les dével oppenents a |'ordre I et IR ont conduit a deux systenes de
| a néne forne avec seul enent | e second nenbre qui change, c'est adire :

- ;g
11 faut trouver A et P verifiant :

avec QD»__?A pour le dével opperent en IR
et - 5'° pour le dével oppenent en IR

_— =2

x =0 Mr\oo , u.m=0 g«w«.ﬂa

-—_D
o e B étant des fonctions connues.
|

Des consi dérati ons physi ques (conditions aux [imtes, non évol ution
tenporelle, ...) nous ont conduit a supposer qu'il sagit d'un probléne élliptique.
Nous avons al ors a résoudre un systene du ler ordre elliptique dont | a mse sous
formulation variationnelle et |a discrétisationsont classiques.



L' exi stence de la sol ution peut étre vérifiée a posteriori (par conparai son
avec |'expérience) mais |a convergence reste un point a approfondir, et ne sera pas
abordé ici. Car néne si |e systene est elliptique, | a discrétisation sous forne de
systene du Ter ordre est incertaine quant 3 |a convergence.

Nous allons traiter ce probl éne par une néthode de type él énents finis en
passant par une formulation faible. En adoptant |es conventions d B nstein, le
probléme se net sous la forne :

£ Qo x Mo Qpi # P = %
Ard 4 X
avec (., conposantes de Us (1)
* )‘l-&l\, =0
-~ - p
x =0 YW g0

* )lino ’0 W/"(‘?

Ou en nettant |'équation() sous forme conservative :

<> (oinwgr opi)i + 6 = k. 0')  §=An

car (Ol +QXAJ~' )i = d, U, + Oy Ui i+ Qg0 Di + O W,,x
Comme  g; o = e Myge=0O |"équivalence (1x=>(1') est dénontrée.
Le probléme sera donc étudi € sous | a forne conservative suivante :

. trouver ;I' et f) tels que :

x @{M& +o$»”)m’ + Q,&- = g& (\':",Z
2 Mayp =0

—-—) ___’

xlMh=0 P ooo
M =0 e (p



e Farmulation_faible :

z
Soit ar € [Ha (JZ,)] , on multiplie chague marbre de I'équation par Zr(
on intégre sur S_ et on obtient :

J( My +0f N Jm =J &’\&'o\m

puis on 1ntegre par parties (Geen) :

donc :

(0 u@*qv"‘)’\f\n\ ds - J -~ d= +[ « de

(‘P (A) /(\o) (-e)

eJ
g

Nous avons, d'autre part :

Cﬁ by aog 8 )Upme = O Y - ag Vgt ma

comme : )—1;6 sur Pm — C?,:-) =0
- =0
de méme : as.me =0 et Mempe = 0O gUA pP =7 @)

donc :



Oh fait une intégration par parties pour aussi

- A me des
& o) (K
La formul ation faible du probl éne s écrit donc :

fromer M eﬁjl K"Q“)jzzt— P e H,(Jl} tels qué :
x \fﬂ)’ﬁ{“,(ﬂ}}z
x j@x&&arﬁ&»&) ’U(A',L O *J P’\Ts,a'&a :—J‘g‘gv&aaqp @’laﬂbdg

avec la contrainte My . =0 &

Pour résoudre ce probl éne, .on utilise une néthode classique d él énents finis
qui est dével oppée en Annexe 5.

Dans la suite, les résultats nunériques sont interprétés sur un plan
strictenent qualitatifs ; en effet, si ces résultats gsont gl obal enent en accord
avec diverses expériences, nous ne pouvons en tirer des concl usions quantitatives

et |ocal es.

Le programme n'ayant pas été validé, les résultats n'étant pas satisfaisants
pres des frontieres, on considérera cette parti e conme une preniere approche nuneé-
rique du probl éne qui confirne | es résultats esconptés aprés | ' étude théorique pré-
cédent e.

2. CHoix DU MAl LLAGE

L' étude des configurations hydrodynani ques et €l ectronagnéti ques net en
évi dence | " exi stence d un axe de symétrie (s='x) ce qui conduit, par soucis
d'économie au choi x d un deni-naillage(planche n° 4 ).




Les noeuds du nail |l age, répartis sur des 1/2 circonf érences concentriques
sont del i bérenent concentreés prés du-cylindre car cette zone ol | es forces de volu-
mes sont inportantes, est éviderment |e siege des pl us grandes perturbations.

3, ResuLtars A L'ORDRE I

3.1 . (HAWP DE FORCE

A cet ordre, le calcul dusecond nenbre est relativenent sinple puisqu'il
nécessite |' expression du chanp él ectrique créé par |es deux él ectrodes de | ongueur
finie et du chanp magnéti que appli queé.

Lhe bonne connai ssance de 1'allure des |ignes de chanp du chanp él ectrique
i ndui t dont ona obtenu une définition anal yti que, nous a paru une bonne occasi on

pour tester |es programmes de tracé (planche n° 2).

Le chanp de force est obtenu par nul tiplication vectorielle des chanps
électrique et nagnétique. La variation du signe du chanp nagnéti que appl i qué per net
d obtenir deux configur a}ti ons i ntéressantes du chanp de force : accél ération ou
décél ération sur |'axe 0y -

3.2. VITESSES DE PERTURBATION

Nous avors VU que | e chanp de force est inportant prés du cylindre(chanp
en 1/R) et plus particulierenent prés de 1'électrode qui est un point singulier.

Pour interpréter le chanp de perturbation, nous avons divisé | e dem -espace
en 3 zones d'influenceouvitesse due au chanp de force et vitesse Ueo appl i quée
jouent unrole particulier ; le couplage entre (u ,'\ﬂ et (), apparait dans
| es équations par |a présence de ternes du type :

. V2w
A,



|
{ c: :c \ d

Prenons | e cas du chanp nagnétique positif(dirigé vers le "haut").
Dans | a zone A, |e chanp de force est dirigé vers 1'anont ; cette zone, proche
de |"électrode est soumise a des forces de vol une i nportantes qui deéfini ssent
| e sens des vitesses de perturbation, soit vers 1'amont.

Cans |a zone B, |es forces de vol une sont négli geabl es devant |es forces
dinertie due alavitesse U, , cest donclavitesseinfinieaqui inposele
sens du chanp de vitesse = dirigé vers 1'aval.

Lhe zone particulisre, 1a zone C net en concurrence vitesse induite
par | e chanp de force et vitesse infinie ; le couplage (uAN") et Ueo
y est tres inportant et explique en partie | es mauvais résultats obtenus dans
cette région et en particulier aux points d arréts.

La continuité des conposantes du vecteur vitesse fait apparaitre des
li gnes de courant que 1'on peut assimler acelles d'un tourbillon centré en
un point de 1 axe Yy car : )

- | écoul enent & potentiel (UsYo) est symétri que / YU

- l e chanp de force en nodul e est synétrique /t“{



Les résultats a cet ordre pernettent déja de prévoir |'influence de ce
chanp de force sur |'écoul enent ; |I'écoul enent résul tant est étudi é dans |e para-
graphe vitesse totale.

3.3. PRESSI N DE PERTURBATI ON

Etudions particulierenent la répartition de pression sur |e cylindre.
Rappel ons que pour |a discrétisation, la pression est prise constante sur tout
le triangle. Donc, nalgré la finesse du naillage, prés du cylindre I' expression
"sur | e cylindre” ne doit pas faire oublier 1'inprécision due a la néthode de
di scrétisation.

Les résul tats obtenus "sur'" |l e cylindre sont visualisés sur la courbe
ci -dessous :

'05’4 . SIS ¥ oir‘fi"

-y

4

Au ni veau de | a précision, on peut dire que conpte tenu des renarques précédent es,
cel | es-ci est assez bonne, mise a part la''renontée” de |a courbe que |'on observe
pour © Jé , et la différence en val eur absol ue des extrena (1,54 contre - 1,45).



On obtient une perturbation du damp de pression de | a forme :

au lieu de pouf le champ

de forces irrota-

tionnel

Cette situation, plus conforme a |'expérience, s'explique par | e carac-
tére non conservatif du damp de force. En effet, |a forme particuliére du
théoréme de Bernouilli présentée au paragraphe 3.2.1. de | a premiéere partie
n‘est pas applicable ici et |a perturbation du damp de vitesse engendrée par
ce champ de forces entraine une décroissance de |la perturbation du danp de
pression, par rapport au cas de | a férce irrotationnelle.

Sur |'arc Q, , |a perturbation est positive ; cette région connait donc
une compression, compression d'autant plus importante que I'on se rapproche du
point d'arrét 1.

Sur |'arc 0\ , | a pression de perturbation est faible et s'annule sur
I'axe de symétrie %9’ .

La perturbation de pression sur | e cylindre est une fonction impaire de
1'angle v

L'arc (L/ est soumis 3 une dépression qui devrait devenir maximale
au point d'arrét 2, ce qui n'est pas |le cas. Donc, dans cette zone nous obtenons
de mauvais résultats pour des raisons que nous avons déja cité au paragraphe 3.2.



L4, RésuLTaTs A L'ORDRE DE IRy

(ontrairenent a l'ordre I, |e calcul du second nenbre est particuliSrement
difficile. Laforce de volune a|'ordre IR est donnégPér |e produit vect 81 el du
chanp él ectri que Eo et du chanp nagnéti que induit B . Lecacul de 8,
dével oppé en Annexe 3, devient conpl exe car | e probl ene él ectronagnéti que dans | e
cas des électrodes de | ongueur finie est tridinensionnel.

L' étude a cet ordre a été faite par soucis de rigueur et corrobore | es

résultats précédents ;Vais, sur le plan quantitatif, apporte peu d' infornations
car il s'agit d'un ordre supfrieur, et de plus expérinental enent R << I.

5. VITESSE ET PRESSION RESULTANTE

Pour obtenir vitesse et pressiontotales, il suffit de revenir au dével op-
penent asynptotique et de faire la somme terne aterne :
—

-7 ]
T U+ IO TR

-2
% P= P° +IPl°‘ -F:]:Qﬂ\ PI

91 . VITESSE RESULTANTE

Se reporter ala planche n° 5
Le vecteur vitesse ordre O(écoul enent potentiel) est représenté par |a fl&che —»
|l e vecteur vitesse résultant par |a fleche x——

Al"anont ducylindre, le fluide subit un effet que |'on peut qualifier
effet centri'fuge : entrainant un ral entissenent du fluide et un infléchi ssenent
des lignes de courant.



A l'aval, un effet "centripéte" tend a resserrer les lignes de courant.

5.2. PRESS| ON RESULTANTE

Si 1'on considére | a répartition résultante du damp de pression, il
apparait apres intégration sur la totalité de | a circonférence du cylind_[_(’e une
force supplémentaire. Avec | a configuration du champ de force choisie ( & =+k )
la force est dirigée vers 1'aval et tend donc a augmenter | a trainée.

—

I1 suffit de changer | e sens de B  pour inverser | e sens de cette force ;

on obtient alors une force de type propulsif.

6. AUTRES CONFIGURATIONS -GROMETRIQUES

I1 nous est apparu intéressant d'étudier l'influence de | a position des
électrodes sur | e centre du tourbillon obtenu a 1'ordre 1

0Y




Lorsque |"angl e augnente, le tourbillon se dépl ace vers 1 anont.
Ceci est intéressant sur e plan physique nai s aussi sur |e pl an numérique : une
nodi fication du chanp de force influe sur | e chanp de vitesse de fagon prévisibl e.

Tous |es tracés correspondant a ces différents cas de figures sont en Annexe 6.

7. CoNcLUSION

La résol uti on nunmérique, puis sa visualisation par 1'intermédiaire du
programme de tracé BENSON, nous a perms de nettre nettenent en évi dence, aux
ordres I et IR |'apparition de perturbations a caractére tourbillonnaire. Tou-
tefois, il faut remarquer certaines inperfections des résultats nunériques(Vvi-
tesses de perturbations non tangente en tous points a la paroi ducylindre, et
non null e aux points d arréts) nécessitent une révision du programe.

I1 est nécessaire aussi de réorganiser la natrice afin de larendre
bande et pouvoir ensuite travailler sur un naillage plus fin pour anéliorer |a
précision ; c'est la tache a laquell e nous nous consacrons act uel | enent.
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CoNCLUSTION

T R e e e M

Le présent travail a pernms de nettre en évidence |"influence d un
chanp de force de Laplace particulier et non conservatif sur les |ignes de
courant d'un écoul enent de fluide i nconpressi bl e conduct eur et non vi squeux
autour dun cylindre.

En effet, alors qu'un chanp de force irrotationnel ne conduit a
aucune nodi fication des chanps de vitesses, nous avons dans | e cas présent
| " apparition de perturbations a caractere tourbillonnaire.

De néne, |a perturbation de pression statique a la paroi, due a |a
présence de |' écoul enent induit par |es forces de volume non conservati ves,
est plus faible que dans le cas du cylindre infini (forces irrotationelles).

Toutefois, il faut remarquer que certaines inperfections des résul -
tats numériques (vitessses de perturbations non tangentes en tout point ala
paroi, et non nulle aux points d arréts) necessitent une révision et une va-
lidation du progranme de cal cul de fagon a | ever toute ambiguité quant a la
préci si on des résul tats.

Enfin, conpte tenu du cadre des hypot heses de cette étude(fluide
parfait inconpressible), il serait tres intéressant d étudier le cal cul dans
|l e cas d un fluide visqueux, ce qui pernettrait de faire un pas décisif vers
une description plus fidele de | a réalité.
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~ANNEXE 1-

CHAMP ELECTRIQUE CREE PAR DEUX ELECTRODES
DE POTENTIELS OPPOSES ET DE LONGUEURS INFINIES



AnNEXE T -

CHAMP ELECTRIQUE CREE PAR DEUX ELECTRODES CE POTENTIELS OPPOSES ET DE
LONGUEURS I'NFINIES -

“3(/\
M
g
o
-V,Q
n
%)
4,
o) x
n,
+V0C o
Hypothtses : - nayon des electrodes

a<< R
- 2lectrnodes de Longueun Ainfinie
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¢ Pour une seule électrode :

- —— -~ - -

My L' expression générale du potentiel
est
va
V= +KHZtglt
ny
Les conditions aux Limites étant : Va_ vV, pouL  py = e
etV =0powt n, = 2R (cecd pour hendre possible La superposition),
AL vient done :
r V= - Ve 2R

1T
a

504t dans Re nepére Oxy :

\Z L
2 VA("’4) — - __:—— z) ( < R~R2 RMS)
A

de méTe pour Ra seconde électrode, nous avons :

-— vo 4R~
% VL('\») = +'L_ZJ-L'5 Z‘? ( R+ R” + ZAR MmO )




o Apnls superposition, en rappelant que : a<< 2R

V(n.)-_—_ i 4(n’+&"+2m&m’~9 )

24,28 ek = 20 R Ab
g a

o Expression du  champ electrique E
Nous avons :

r E

1

v 2R w9 (R'4n)

ﬁj W (AeR) - LR s

Al

.3



o"-‘ =~
A Y

Al.4

CALCUL DU CHAMP MAGNETIQUE INDUIT PAR LA DISTRIBUTION DE COURANT
AUTOUR DU CYLI NDRE -

|
. el
-~

———— -

—_——— -

Nous avons donc -

, 38
I

o
: A 28
nNooDJD

|

Le cylindre étant de Longueur Linfinie, 0N
peut supposer yue Xe courant | est dam un
plan perpendiculaine aux génZratrices et
donc que £e chanp Lnduit est dirnigé selon

12 vient donc apres intégration :

Q.
AL 8’
A 2R'dB (R*+n)
ZJ e (n‘-vk‘)\_ b AR A®
a
2R wnb (R-7)
Zz W (e R s

A

at
A

*l=

J“
pl=

([~
- (%5

Noa A® -+

f\.-tMa

—;‘«;“*%""‘
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B particulien, sur Re cylindre, nous avons (pour m = R) :

 d BZ% - _é_;-g (u..,t) A::“;e +nl\.ﬁ ’!_E;A_v_;‘_s. +€“) E= 4

En prenant en - t)f_'zt iR vient :
1

x Bz% =..__A___ (Mf_‘_‘f’. -.-Mii‘.":*ﬂr

t)z_g A+t 4-k
Qe - o A = T hi x>0
Nﬁ'x.-l- h“)% =_-%L A4 ~x <0
donc :
t 8 _A_R « (T) pur 8 ] T LIT
x B, 0 = _/1_;; x (_1{‘—} pour B e]’LI' ,_"Tr[

donc B, est bien constant sur Re cylindre.

o oman g gms m m R EEEE NN EE N EEEEEEEEEEEEEEEEEEE

Pou RU caleuls des champs electrique € magnétique, ROM n'avons p u tenu compte
de La présence du cylindrne isolant. Toutefois, Re cylindre étant ure Equipotentielle

( E,= 0 pour n = R ), Ra présence de £'.isolant ne modifiera p u Ra forme ples
Lignes de champs € des Lignes de fonces ; mais en chamgeantuniquement fa nesdstance
dlobale de £'ensemble, elle n'aura d'effets que sur Re modiile de Cc U vecteurs. 1L

N est pas nécessaire de tenin compte de £'.isolant dans c u caleuls, cela nécessitant
une étude Longue € complexe.



-ANNEXE 2-

RAPPELS CONCERNANT LES ECOULEMENTS A POTENTIEL
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RAPPELS CONCERNANT LES ECOULEMENTS A POTENTIEL DE VITESSE EN FLUIDE PARFAIT :
SOLUTION POUR LE CAS DU CYLINDRE INFINI -

o o e o e o~ ————————— - -t — e, ———————e - —— - —— e ab o= ® -

- Si £'Bcoulement est uotationnel :

x J\—;V=6 #.?..‘.‘.-E_V.:O
Baa dn

rnelation qui montre que [ mdx +ar .L.} } est une différentielle exacte.
T mad m-s-d‘dw} = ﬂ Am-\»_?_i .a\,u) =d¢
dx D?

b4 4)(«,.3) = fonction de potentiel

- S4 L£'écoulement est incompressible :

x’&‘:"'v"o =_>?_“_+b_\f=
dx D'}

relotion qui montre que | Md«? -~ dx ) est une differentielle exacte :

oY oY
d = — d. —— J.'I’.

z M&.»\a - A A ).3 AJ, -+ >
* "(”‘»j) = fonction de courant



AZ.2.

A partin de ces deux fonctions, on a Ra fonction de potentiel complexe :

X A( -_—d.é + Ay = W(’;) A'&

’“'S) = ¢(°"j) +4“|’(~.“’} =/W(ré)=lr$

t W('Z) = i\_{ est la vitesse complexe de £'écoulement.

Considénons £'écoulement nésultant de la superposition d'un Zcoulement
unifonme, paralléle a £'dxe des X, dont | e potentiel complexe peut 4'tcrire U
et d'un doublet plan & L'origine, parallile & L'axe dw = dont Le potentiel
complexe est mis sous La forme : U R‘/,}

D'apnes Re principe de superposition, | € potentiel complexe rZsultant
a pour expression -

+ 46) = U (5]

1L peut 4'Zcrnine :

z 4>+4"l'

Uoo (’x.-bing +£—:-;~)

U m(A-y-_S:.)-v-.{ \4,,-9,( __5:_—)

'x.‘+~3‘ m"q‘
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Dac | e potentiel et Ra fonction courant SONt respectivement :

’fd’-U.om.(A-c-_&:):” Ms( i

-

- i &)
ey )
x Y = M,o A}( %*7) = U mnd I'L-T’i_)

En un point d'affixe 1} Ra v.itesse eomplexe est donnée par :

. _»% . (1-X)

X

la Ligne de courant particulien Y=0  est consitiie par 2'axe
des a et par Le cerncle de nayon R ayant pour centre £'ornigine. Aux deux
points d'affixe : n = +R o 3=-g , La vitesse est nulle ; ce sont
deux points d'annet.

L'expression de W(y) montre que o du segment R'A , Ra vitesse
est positive, alons qu'élle est négative sur Le segment R'A . Qn peut
donc considérer que Ra Ligne de courant Y =0  est constitude par L'axe
de ~ , sauf Ra pontion R'R & cette Ligne se dédouble en deux demi-
cencles de hayon R:




A2.4

Les Lignes de cowwant situes a L'inténieuwn du cercle de rayon R se
germent sun elles-mémes, de sonte qu'une parnticule fluide intérnieune neste
a L'inténieun ; de méme, une particule extérieure au cerncle reste toujours
a L'extérileur. On peut done nemplacer Le cercle de rayon R, qui est Ligne
de cowwant, par un solide fixe de méme contour.

La vitesse en un point de coorndonnées cylindriques p et & ,
s'obtient a partin de £'expression du potfentiel :

t M, = .?_? = MAMQ(A_.E)

Y n

. R"

X My =_i%§=-‘4,o/w~9(/l+:;)
[

Fh particulier, pour Un point de La circonférence (| n = R ) ona :

. Mm,=0 et Mg = - 2U D,

La vitesse est maximale aux points B et R', ol elle est égale au
double de La vitesse & L'infini. D'autre part, La népartition des pressions
ttant symétrique par rapport & L'onigine, La nésultante des pressions swr Le
cencle est nulle. Ainsi, La force atrodynamique qui 4'exerce sun Le cylindre
Angind est nulle ; nous retrouvons Le paradoxe de d'Alembert.
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ANNEXE 3 -

CHAMP ELECTRIQUE CREE PAR DEUX ELECTRODES DE POTENTIELS OPPOSES
ET DE LONGUEURS FINIES 2 L -

Nous allons nechercher Le champ eréé par une électrode de Longuewr 2£.

P(ex'b)

Tt-——m e -

P |
oA

: o
B

2 X
Avec L a notations de La figure ci-dessus, Le potentiel en un point p(e"})

a powr expression :

4

A 1=+
V(P = K / =-x [ & [y-T+Ve (3D

! Vet [87 H;=-4




d'ou -

e J
=<
=
I

A d Al

*
b
Pl AC

|

1

A+ wnd Ao 4

K Q] s ox gy oot

D'autre parnt, Les relations métriques dans Le triangle B F F, donnent :

* t}zt/» _ n,‘+l\.\+2»e

PRV VPN

En posant : ma+n, = Ca. on obtient donc :

£V, (p) = K Z;G:_{ﬁ)

A3.2

)

554

Les 2quipotentielles sont donc des ellipsoides de névolution dans Le plan
(n , © ) de foyens F, et ¥ ; Les Lignes de gorces étant des hyperboloides

homofocales de memes foyers F, et F que Les ellipsoldes.
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Pan £a suite, nous prendrons £'expression -

z V, ( _Kzﬁ}(w« ) avec M:M*
Py —v’}-wc ot “~=m‘

De méme. que précédemment, ON va appliquer | e principe de superposition.
Pour cela, ON {impose UN poténtiel il sun L'ellipsoide tangent a L'autre elec-
trhode (RalLongueun des eLectrodes étant suppesie suffisemment grande devant Re
neyon du cylindre pour pUe £'élLectrode sodit constemment ;tangente a £'ellipsoide
{(V=0). D'autre part, Re hayon de £'éLectrode a est toujours tnes inferieun .
a2 [ a<<ZR ) ; donc £'électrode peut etre assimilée a un ellipsoide de

potentiel _V, d'oU &'expression de V
x V,(p) = v £; [ ("W'J- A )(\)unuz- 4 )]
fa’lk "1*54{ VeR-e Ll — £

Dans Le nepere K % .
t b
e
4
n
o /@
H .
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L'expressdion du potentief V, (P) devient :

W (P) = _ v &? [ (hk‘..,l‘ -o-le ) X {vl\'-l'\kﬁ'fﬂ‘-r{l-g)‘ *3-’( )
2%y R —

Vigra 2t - 4 N I YSERNTR STRE

de facon analogue pour L'autre électrode, nous avons :
v z} (‘)M‘fl" - /e) « (\)u‘+ MRS +R+ (443)" 43 J)]
zﬁ’% \)‘*R'*" +4 \),\'...IARMD-o-R‘-v(‘-'ﬂ\-r’}-‘e

d'oli £'expression géntrale du potentiel en P(r\‘B,'s) :

z V‘L (F) =

z

v (\r SR AWD+ R+ (4n) - 2).(\),..z~:~....a"(z,,) *Z*I—I
(Var- taran e e (dony +'3+£) (‘J'-o-‘ukuhh(lq) +n-4 J

d'ol £'expressdion du chanp électrique :

) E,\,= - 3—\-/- 1 v [L“‘ "4“"9) / 2-\-'} — - 1-5 ’\
o 1 &J R L(l\ ~TaRandeR ) \01\ W Raun 4R 9“43) \)?_'ln&n&.hk‘.(l-)j
(v\-o RM) ( 1*3 Ao x )‘]
— L ]
(l\‘+ TInRAnD+ R\) \ \l“‘.»lnkww.ﬂ +R'...(f..3)‘ \):‘q. 2:»%»..91&‘-0(1-3)‘
« Eg=_4 R - Yo [ fw® ( Ay +__/e._.’}
no3% 2%2’_& (J\. 1~KM9-R) ,‘, lukmbol-o(l-cs) \JI\T.'U\R&LO :
O o"-s)‘

+ R wn® ( /e-@’l “ X -1 )]
(n‘+ InRAnD K"} \} N . \),\\...’u\ RAND 4R 4 (1-31"

A+ R AnB R (‘e"j)

D) B 1R - = +
3 ti = TN YO PN i AW YOI ONT 25 S Ry {S Natnk
R (ll’I

867_:_3_\{.-—\/ [ /1 A A A
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% En.= Vo n. Ram® 24 _ A+ Raccd 24

2 ;‘; 12,'! (v @ 2nRamd +) \u‘-u« PRI W ("“l"""'“"ﬂ \)n‘+’lnk4:d.k'ol:

Vo IRn® A 2R wo A
% Ee =a .+ -
2 Z'J R (l\"_ 20 R a9 4RY) \)"..hRA'AB R L (Av+ 1 RANS *R”) YA 2nRaatonSf"
K
avec cette expressdion, On peu* vérifiern que quand 1 > +¢f 0N netrouve

bien Les expressions pour Le 4L infini en R.=0; pour A s seo

)
% /e . 3. /1
IR 2 2nhaed 4R 4" Asae

Donc E, Rend vers :

x E G [ (n- R’“M‘\4 - ————'\*R“g ]
N o 2%1“ ('\_“.II\,RMS-QR‘) ,\‘\-*‘lI\.R“DQﬁ‘
- .~ \.)
- 9 -u
% E'\,n = Vv, QRM (“

o
A" [N
28 R At R
pLe (v )
De méme, By  tend vens :

z E va R w29 (Rt*n‘»
o =
‘Z’ 2 (A +R) = UnvRA0

On netrnouve done bien Les expressions précidentes.
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CALCUL DU CHAMP MAGNETIQUE INDUIT PAR LA DISTRIBUTION DE COURANT J
AUTOUR DU CYLINDRE DE LONGUELR FINIE 2L -

Nous devons donc rechercher Ts':’ tel que :
— - oy
z M 6:0 - Eo

Le systeme devient donc, en coondonnZes cylindriques (e 8,8 ) :

A p) P
ADR ¢ 33 ® Ee
LN L
3 de
% _4_ (__D_ (7\ Be) - -23- 6'\_) - Ez
e ‘e )

Compte tenu de La donfiguration, on ne peut plus supposer que 8,° = B, A
Cependant, pour simplifiern La nésolution, nous allons caleuler Le chanp magnétique
Anduit pour chacune des éLectrodes et faine ensuite La somme vectornielle.

Dans un repdre Lis a R'dlectrode, Ztant donné Ra symétriie cylindrique,
nous n'avons plus de composantes g, . Sous cetfte forme, Le systeme reste cepen-
dant délicat & nésoudre.

Nous avons nemarqué quepour chaque électrode, Re néseau d'Equipotentielles

gtait un réseau d' ellipsoides. On peut introdiire, pour résoudre ce systeme, Les
coordonnies ellipfiques.
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_ Nq+ Ny _ Ra-Ny
Y T T
Ou inversement :
x €=x\)(rl‘-")(4-V‘) '}=’("’V
T'}
fa
n’b

Le potentiel 2lectrique s4'Zenit alorns :
_Vv A
e V() = o= G (2]
G
X

En Zernivant que :

« AL o~ \«Le\' -»-e“dg\ +6L3 = /g;(o\,u)‘+/£;@9) *ﬁ;glj)y

B B () e ) o]
- (@-v)
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IR vient donc d'apr2s £'expression du gradient en coorndonnies elliptiques :

.4

E - /' -.D—Y- - - 2V0 /1
R L AT
Ey = - _A_. P—!- = 0
L, Y

et en appliquant au rotationnel Les formules de changement de base, Re systéme

*

Nk B = B

ol encore :

devient :

£x (F e - g s -
» %y

f‘-[ (SBV-MVBN) _32,:‘(1,,8‘,))—_- o
P*y

A 3 > (A _
H‘, (;;('29 Rs) —3—5( PBN))-—

d

>

‘u

y.

(2@_ ) -

</
<

('Q ;)8'_:3 ) - 33— (4)p0n 8) = K.
' >
)

E -v B’ :O.

3; (£ J(oen) (A=) 8) - )% (4 r*_'_;' rs,,)= 0

Par analogie avec Re cas du 448 infini, oOn peut supposer que By = R p=0.

IR vient alorns -
% _3_ (" V
) ‘) | A-
—> 8, = Ky___
S )' M-
pY/4
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Seulement, AL faut vérnifier que 38 =0 | dans notre systime de coon-

donntes La divergence s'Zerit :
A (2 (hhn) -2 (hdy ) o2 (54 5)

t dir € =
Apdo &\ v % oy
d'ou : v
ST A3 (A4
2 Ao B = = s B
l’,f\,zﬁy DV ( M P)
=_ A 2 (A v) (4-0) K\if__ﬁ &
2 (p-v) Y (4t v-r |
- _ A D (A.v) k) :__"_"_?25.
A (v SV -

dr B ost diffonent de zéno, done La solution estime n'est pas La bonne ; ik

faut necommencer. Mais au Lieu de repartin du sgstime de départ qui est délicat
a nésoudre de gfacon globale, On peut & partin de La solution trouvée rechercher

un vectewr E: , tel que :
z M;S::-O-‘ =D Bo =Y—A:‘L\y

qui verigde en outre :

t A B - LdeF = 2V K
PR
vernifioa : pk RS = Eo

alons Le vectewr : B,°= 8, +B4
ainsi que : dr 8°=o et sera alons solution du sysiteme.

—
On doit necherchen Bo

xA,’,rE: :d.«b—(.}::l‘l’):AY:ﬂ_f_.
: {

tel pue :
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Dans Re systeme de coorndonnes elliptiqua, R expression générale du
Laplacien est :

e g (o (g B G Rl e

12 vient donc :

A [ 3 wyY > [PV w) > () w] 2K 2V0
v: e ————— —— ‘-4 ——— P Al [ — o— *" (4-v — =
% A ,)‘- v\. )r' ((P \JP) +)§ ",("r) Y 4 J’ L% 4 P.‘y"

O a une gquation aux dérivées parntielles (ici iL 8'agit d'une Equation
du type Zquation de POISON] dont La nésolution n'est pas immédiate. Aussdi, pour
sdmplifien et par analogie aveCc Re cas du cylindre ingini, on peut chercher une
s6lution de Ra foxme -

x ¥ = 9/{(")

en reportant dans L'équation (1) iL vient :

= ((4-) 0 f'(W)) = 2KE VD

d'oi :
xr .2V {'(V) -a-(A—V‘) (”(V) = TKEY = 20V avee <= K4
n nechenche d'abord Ra solution de £'équation sans necond membre :

x_ 2 v,f.'(v) ...(/I_V“),f”()').-_-o 2> M - 2V
' L AV
d'ou :
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Par £a méhode de variation de La constante, on obtient La solution ginérale -

z zc = __._{_.
A~V Ve 2y =)
e 4= _& s W4 = * = b=y ~p

AV U- vt

d'ou :
4 v‘ 3’
e 40 = at .
dou :

A D
% 8‘,” = :2—;- _S;:; = o
t B, = A, X LK (5'&#)1_;’)
I: Je YAV (- 1) VoA
A Y R’ AV 8 K -
* 8y = —_ 6 K 4 x‘; : = [
AN ST 5 - 4]0 V-

D'autre pant, pour que Les conditions aux Limites soient vernifiZes, il

faut prendre :
z ﬁl = 4.

12 vient donc :

z 3,'\,: 0

. By o K (gl V- v)
Vv (-4

* &y = BK[

T (V)



D'ol La solution du systeme :

z BAM,: ba ““54
z B:o,, = O
m.,dLu v
x
° (A-v") (P‘- 4 .
z B:; = OK w AV ) 0K

Wm VA7) (-0 V(4-9* 1 - 1)

On vérifdie bien que -

e
xMB:‘::O

12 faut maintenant exprimen Le vecteur 64“ dans La base (e' B,r‘\
dans cette base, nous avons :

APt = red
*"e=r'—-,;"w"'y,,.,. 4

»
ol
|
|
~z
‘.lu- ,
[ 3 PN
<l -
N
<!
=
=~
>t

2. 1. 1'5,&,,,2; Stant des vectewn unitaifies.

12 vient donc :

&0 PRLE v‘ A2 :. o \ ( o
P-

%49 - v ',_4. u‘ 0 5“

"z - oV r b AV

612 0 o A / \ o

A3.12
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d'ou en coordonnées cylindriques :

§ Y S
£ 8 S LKy A P o KO(.’.’.-:‘_)("‘“"')-"")

Ae AV (r._’r) MM e
o e kL (e () (22
k(L) e e,

en particulien , pouwrt p = O , puisque c'est Le cas qui nous Lintéresse,
on v¥iifdie que : 15:; = 5:° s O

et :

v By, = K® (_i..)
Ve's &

Dans Le 6ystéme de coordonnées (w, e'.} ), nous avons -

x 3AD x‘

Ry v

ave £”2

£
VA . 2ndimbad o £°° .
pour £'autre électrode, Le méme type de caleul donne pour l& =0

A ° A
8, = 8" 20 . 8 =_K

A M(ua)

n4Anb

VAt e tatind o4+ L5



d'oll :

A3.14

B1e =..K[ ul (=2 )+ — ud

VA -2adindaAe £72

A
Mgg(222 )] e Koo L

N s 204im9 o 4e Lt

v
A Avec cette expression, On vénifie bien que quand X. —» o0
[~
B Aed vers -

= Aty (2 ) 4 Bagg (222 )
= 8= K ( (A_M.e) n.-M.'Mo)
qui est L'expression du charp magnétique induit dans Re cadre du cylindre

inginiment Long.

onl)
le charp de forces E, A g&o sena caleuls dirnectement dans Ce
proghamme car R'expression serait thop Longue.



~ANNEXE U4-

=S = 2
Non IRROTATIONNALITE DE E.A BoeT DE Eo N B,
N Z =0



A 4 -

NoN ™ IRROTATIONNALITE DE E,, &, ET E &, B ENZ 0O -

. -—
Ecndivons L'expression de €op B, , nous avons :

Maintenant, on enit n‘:t. (E’, -‘,) en coondonnées cylindriques :

+ % _2.,(0) — %(-E\.ﬁg)

[
[~ 4

d'ou :



2 (e 4 2 ()]s

DONC LA BORCE €, p®. N'EST PAS IRROTATIONNELLE.

’ . . - "’Ao
Eendvons maintenant £'expression de E,, 8,

B \ €y 8, - E. B

.

Eo

E. |

A

8 =] E, B -~ E. 8,

€ ) E.8p - 5931\.

On exprime Le notfationnel de cette expression :
A 2 (6.8, -E8, )“"5 (E.Bn. En8,)

M EvA 54

= (%

Ao)

>
}
4

AV

J_:(RE By - nE, ﬁz)

A4.2

JE
8, T-f *O(Mggo)

(Ea 8, - Eg Bo) —_ 3%- (E-\.Gg- E,$~)
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Now now plagons enswite dans une configuration hydrodynamique ti(.;djjnen-‘
sdonnelle | y}-.:o ), on e'intéressera donc a £a composante en ) de ,mk((“”\- G')

(qui cornnespond a Ra dénivation en n et © ). I£ faut donc étudier Ra compo-
L d -t
sante en N de nakt (ﬁ,haj‘), L vient -

—_— e =
s Nk (E,As;'),} = /7:_. (s~%~22+sz%..s~- 8,_3?:(«5..)

> 26
SE 2 (n8 )8 dE B2 8, + by 26 +e,33_)

= E, (,:!__ D (n8a) +A 2 (6.))-0,(%%(&5.\)

m———

-\-4. ..)..E,)- Ex O (v8,)- Es 28, #%%nﬂ-&% 33‘

—t) -—l
come : Bur 8 =dr € =o0
Ao

ﬁ—‘ g ::_E.hel 32.6-5...—3- 8

" (M‘)'} 17*7’53' u~>~(~‘)
- E 3 B O 8y JE;
2t (rg) v o

On se place en 5:0 . Alorns : E,m0 aL 8n28y=0 . 12 neste done :

(@ (EF Dy (%) - B (20w



Ad.4

On vernifie s con (rak (€, . 8" I
par un d Zveloppement que de cette expression (nek (€, 58, ) . = ©
' =0

donc :

=* aAe _
LA FORCE Eod A B4  N"EST PAS TRROTATIONNELLE
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AnNEXE 5 -

RESOLUTION PAR ELEMENTS FINIS
REMPLISSAGE DES DIFFERENTES MATRICES -

On utibise | a démarche classique en ELéments §inis - au Lieu de chercher
m € p dans st(“‘(ua“‘ g V=H4a), on va Les chencher dans un espace
gonctionnel de dimension ginie V; e Vy pue |'on comstuit a partin d'un
nombre 4ini d' eléments d'une "base" de V¥ (ouv).

On introduit une famille de triangles ((K telle qﬁe :
x famille finie
xVTeTK m,a('l")<"((€\ m“((ﬂ—ao

€ —»0

On aura , 84 L= VT
£ TC({
0, &

au sens ol YK compdet de QL

xgiK /VE<EK KC..Q.E

On construit alorns une famille d'élements (M)"M
étant donné un point M sommet d'un triangle :
P

de V tetle que :

I

t Wy(n)l=4d

P .
v x Wy (P)a O points diffenents de M

x Wn  Lindaire sun Les triangles de sommet M



A5.2

On pose K Le nombre fotal de triangles et N Le nombre total de sommets.
Soit V,, engendile par Les (w—m):'
on se ramgne au probLeme approch? :

TROUVER Ay ¢ (W) ET pu¢ Ve TELS QUE : ¥ & ¢ (V)
. - . . A Viidn = - Y doo JymydT
() = }-n‘(ct.3 ij °‘j M".) J‘,,. ~ +Lf» ‘,1 = /A{Q J ;Af"j )
avec :

o

2 A T

"”"""" TTTTTTTTTTTTTTTTETTT . ff-j--~
Comme (WMLHQAI une base de Vi, , on pose :
A o
ZMU'ZMM(*)*‘ZJ’M( )
P~
(+] ~ ®
~
et p 4sera pris comstant sun chaque triangle T{
x - AOnc/téoﬁ cmdé)uiétiqué de
P = % PK /ﬂ{ 4‘3

La nefation MmO serna thaitte sous La fomme :
% IS damO VXQ N
Y
Soit mry  une fonction de base, Zerivons ce que deviennent Les Zquations (1)

avec Les deux fonctions test (o et ~
™. o

x / (a.& Z i, Y, 4-0.4(2».,\»;,)) ~poa -t-(o.,, ZM..M’:.,*NZ%A-’L.)
o,

w;t“"‘
"'/ P W A :—'/'&’“’?5‘“ “'/P'“’f-"”'o."r
- L S



A5.3

o,

. i ef g
4 2

En travaillant surn _n,“g v T , on obtient :
]
| Z (Z 20.51\0' M?"‘ +a M, W"',A%)M»m. *Z(Z[‘ﬂl.)
M':4 T‘m Mod 4'4

L3
0.y L Mrh‘ A%) Jan *E‘t(/ﬂu M’},‘ P“ = ..‘LZ“/ { MT iu-s P

E(Z e ,\‘),..”z(z

LYY I Tu) ke IS TAY I

K
o+ Z ( M""néu. .._,Z/ /{«J‘A:-&-/ ?nd"m-.,w
7(L) Mo

Led T(‘z’ ‘34 VP'

o, M, a7 |+ Wiy B
e
-

My M

K ’
On pose : v : £ Pa :

Moy

Fy "



A5.4

Soit A matiice IN ,2N déginie par :

K

* &’2q-411p—4 - Z / (2'2’4“-9 M T3 Mp "*”-\,s) A

4{4 1(4)

4

z 1q-411p {on [T(,e,) &y Mp MT‘,"\_ *
% a"tq,'\.pad ‘{é" () Qy AWp 2,4 d2

K
At PE ZM /T(L) (2a, My My A, Ay Wy ) A

Soit B matrnice 2N , K  défindie par :

. - a1 Wm0
SR TP /rm o A= A (“/M‘M F“‘“Li 4

. AT

ﬂ A= / Ay, A 4(1/'«\)' AT - ’ﬂrm Ty~
T(4) vy

avec :

-/UF est La fonction caractérnistique de :
¢

: o= {Keﬂ\l"/ﬂw (TM)I\PA.)¢O}

- /OF est La fonction caﬂaeié}uatéqué de :
o0

. F__-.-_{ eW /M )(\r’.o)i"}

avec /ﬂe Wi e/tqe W;,



S04t F vecteun N défini par :

Le systéme général se met domc sous Ra forme matrnicdielle suivante :

et il gaut afouter Les K Gquations qud tradwisent La condition :

t Ao U =0

Soit C La matriice K , TN définie par :

c = " A
TA /T(L) W

* C‘& 1ty M’—“,t dx

/T(»{)

Cette condition peut donc se mettre sous La forme :

x CVUW =0

Le probleme nevient alons a nésoudre Le systeme LinZaire suivant :

IN
[ ! 1t (
P ) @)
i d IOJ LP K

A5.5
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La forme des coefficients a4, , ,@-h& P c‘m , hous indique
qu'ils sont La somme de La contribution de chacun des triangles. On va donc se
placer sur un tilangle T(L) donné, caleulen toutes Les petites integrales
non nulles et Les sommen dans Les matrices A, B et C qui seront construites quand

A auwna parcounu Wy

soit A e Vg §ixe, faisons L'inventaire des quantités a cakeulen
en supposant e, et a., constants sur Les triangles :

® 11 / My A da Je. A, dx.
. p A
T(L) i 7(4) Pt
TRy TP T A ‘ LA . / " ftn
T(a) P
T4) P el
Pa
p Les seules fonctions de base non
3 nulles dans | e triangte T(L) sont
e, Mpy + W, My conres”
v pondant aux samets.
Poun I/(&e,t "I'.'ZyL seules neuf valeurs cornespondant aux neuf coupllé/.s (M"rc )W

sont non nulles. A
Sodent 1:1!‘ et T, deux matrices 3,3 définies par :

* IAf- -.-/ Moo Mg dac.
& T(4)

z IZ o= NJ"P. dn.

v PQ.;‘!«
T(4)

PQ)JI{ :41



- Pour TA ot J1 seules trnois valewrs non nu,&ee/s :
on définit TA et JFr vectewrs a trhois dimensions :

A
r JTA:, = [ ~ An.
Te) Foa

z D'L;L | I
TI4) tt

- Pour L4 et L1
Si TIA) n'est pas un titangle frontitre :

% L4-J‘=o L2;L=o

Si TW)est triangte frontizne :

z L4${= / Mwp. my 0 Az A
T(Un(ﬂ .uf'p)
% 121-:/ AO-P M‘A«r I:=4,1¢

On doit maintenant /Leueywi aux ioeﬁ 6&(‘,/(,2.}'!2'26 a 1' P
en sommant Les contributions : TA | I'z ) 3'4
Soit :

x \{('{)*) /{- € W,: Ae N;

telle que :

% ‘f(}l,.) = numéro du sommet{du triangle T(,L) ..

Les optrations sudvantes :

x v (‘545‘) e(wxr

On pose :

A5.7

'A ol c"’r?

On aura @ effpectuen



A A
. I/“‘Iﬁ' * 1&'1 —_—> a-tq-4’“u4
14‘& ;
# o) P M — Fiq
L 4

xT"i.j X Sy > 2141194

A A
« T 2‘_»3' K&y — g4, 1p-4
L 4
*Tly x4 > %19-4) e
L 2 £
&IL;‘:J’ X oy s""\l""

l, 3‘4(&—_» ’8'7,‘,_4’{ —_— ci{,t,A
p J‘L:{ > j”u\,{. — Y,
* Ve N q= 1(4,.)

¥ _LACL———* ’e’w-‘a"
‘.‘ _.Uf———>’?’111"‘

A5.§
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En faisant ces operations pour chaque triangle /K_ on obtient A, B et C.
Reste a caleulen de facon effective :

A, T, 34,71, L1, L1

Pour effectuer Les .intégrations on va tout rnamener a un tiiangle de
base par un changement de variable:

*Y —> "7!? ”
ol ]
A_&IK‘! T
Y3 Z
¥t ° ! ;i
Ll
on a : m=X4 (/I_i_n))-\-xtj-t-x;”)
4 = Y4 (A_T_/V})-i-\lli +Y3ﬁ7
et :
“rvf (x4) = Fe(1,m) Blim) = A-T-m
2 (?1"7) = 1
RM =7



AS. 10

e R R T I L AR e A SR S b ey

On pose : Xc,‘ = Xc..)(" Yej = YooYy

IL vient facilement que :

z J T.QJ&'M J= X1_4 V34 - x34 Y14

z .):'.‘. = .V_ll 3& = .E‘.
I J )2 J
3F, Y34 W = ¥y

t ot = 131 v 5
dax J >

x 35. = y—“‘. B_F‘l = .x_"ﬂ
x J 1% T

- - —— o - - ———

Mr.P» Mrpv

= | e g ey = /’( R (1) (8 (5,m)), 1314 m 4

Comme Fﬁ‘ est Lindaine e,t[‘J‘] constant: :
z I"c,j = (Fj(j,"?)),,. 71 / "'.-(i:"ﬂ**f“"%
(4
r on Vi / Fe(fm) 474 = 4
Iz ‘

AOA'/'Cfe‘% Les matrnices TA et T2 sont zu'zsu,évah,t% :

L_Yﬂ Yaa Yn 3 Xy xu
13
T4 =‘-+y13 y34 i ITtl= .EE_. Xn )(43 X4
+Y,
vw Y Yar ] an X4 XMJ




o Caleul de T4 et TL

e - ——— -

Rappelons que :
. T4 = j_r Wi g A #E T2 /r Mpey dx

Par changement de vasiiable € .intégration, on obtient :

Yy T L
- &
JA = __%_ Y-M J2 = T x'M
Y | X4 J

e Caleul de LA ot L

On se donne Les poiwa sun La frontiere et on caleule fa contribution
de chaque segment.
soit = Yo (V)  telle que :

z YP (‘) = numéro du I2me point sur La 6/LOVLU,§}Lé, Me

Soit : (}(() telle que :

x ‘HJ) = numéno du triangfe contenant Le ieme e Le iéme + 1 point
sun La frontiere Me

Soli : NLP Le nombre de points sur  pg

Pour x s NLP (‘V(NLP\ = V(A)\
On considéne Le segment :
* [ A‘. ) A""

A5.11
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La normale est définie par :

(Y\‘ -VC-M)/
> ALY YY’) 4/1\
ANt 'D:((X“,,-X.) *(\I{.”- )

(x!‘,qu\ - Xt.} /‘D

On a a caleulen :

ns’q Acan
A A

.

Ces deux intigrakes seront non nubles uniquement powr : p= ¥(J) ef p o ¥ (ia4)
Comme m, et m, sont constants sur Le segment :

A

z / Moy M T = /% (Y\‘-Yt'-n)

A,
ﬂ.‘.u

g AT 4 (e w

‘
L

d'oi pour Ao dL) 4L suffira de fdire :

x o A{ (Y..‘— YC.A) —_— ‘_\y“(\‘)_4' *41&) -_— 11’,(\'“)-4’**(1)
z - A{ (“.*4" x‘) —) /6:\, \r(‘.)' ‘4’ (,() —_— ﬁl‘l’(\\»d)'d* ('{)

Le raisonnement est identidue pour Po » AL suffit de changer tous Les Andices g
en »2 et de prendre :
y!:fl - Y\'

o~

X\' - x\"ﬁ'd



A5.13

¢ Caleul du second membre

Demére pe 2'on a caleuls TA € FU pou-chague &langg  T(4),
on déginit -

L A
t FA. = Ax 4 F2o = T An.
) /le) /“ w‘f(l,\) ' /ﬂ{) ’(x 114,:)

\ et /L constants sur chaque triangle, on obtient
en nevenant au triangle de base: - - i

En supposant

A Wk Ao g vias
xF4:=_\_2_.__¢{‘ zq-"?-)f;

12 suffit enswite d'assemblen F

1

. FA — F,‘ v(L,.)-4

A
-FL s Ry



-ANNEXE b-

LISTINGS ET TRACES






{@8=MHD, T128,CM1600088.

| 18=ACCOUNT, PROJET,DCTGE , PETUDE, C1486.
128=ATTACK,L[B, CNESLIB, 1D=BIBLI.
130=ATTACH, TAPE 1@, BF ICH! , [D=GEPAN.
140=L[BRARY(LIB).

150-PURGE, BVLTN, 1D=GEPAN.

16@=RETURN, BVITN.

17@8=EXI[T,U.

180=REQUEST TAPE13, PF.

199=PURGE , BFORC , 1D=GEPAN. }

ZearRETURN BFORC. -

219=EXIT,U

ZZB-REQUEST TAPE14,PF.

23@=F TN,

240=LG0.

25@=CATALOG, TAPE13,BVITN, ID=GEPAN, RP=0009.

gsaxcgggLOG,TAPE!4,BFORC.ID=GEPAN,RP=999.
70=x%

28@= PROGRAM MHD(QUTPUT, TAPE1@, TAPEL 1 =CUTPUT, TAPE! 3

298= |, TAPE14)

30 3CAKASARARRRRAKARRREER KR KA RRAAERRREARKBERERELRKRERE KR KR KK KX K KE

31Q=Caxan FORCE DE VOLUME CREEE PAR 2 ELECTRODES +V, -V
328=Cahks DE LONGUEUR FINIE LG

33@=Cxrxk DIAMETRALEMENT OPPOSEES

34@=Caxkk A L ORDRE "I* SOIT

73@=C
740=
758=
760=
770=C
780=
780=
800=
810=C
820=
830=
840=
850=C
860=
870=
8608=C
890=C
620=C
gie=
920=
030=
©40=C
050=
Q6=
970=C
988=

350-Cl* E REEL X B APPLIQUE x%%x 908=C
JEO=CARRERAAARAEKAKKERRERAKKRKEKRKRAAKKRR KX R AKRRRERARERRRRK AR X KR %] 080=C
37@=C 1810=C
380=C 1020=
300=C 1838=
4080=C--~-~ DECLARATONS == mm=—re e e cmcm e cccccr e ca e c e e m e 1840=
419=C 18508=
420= REAL X(2,61) 1868=
430= REAL VYN(214),VT(214) 1878=
44Q0= REAL X21,X13,X32,Y12,Y23,X12,Y12 1e80=
450= REAL IL(214),1C(214),11(3,3),12(3,3),J1¢(3) 1890=
460= REAL J2(3),DJ EPS, A1K,A2K, F(214),F1,F2 1120=
470= REAL SIG,R, FII F21 1110=
480= INTEGER IE(3 92) Ll(ta) LP(28),NE,NP,NLI,NLP, TE(122) 1120=
490= INTEGER M(3),CPT,P,Q1, 02 G3,04,D7,.P1.Q 1138=
Sv0=C 1148=
Si1QsCrmem- INITIALISATIONS =~- = c e mcr e m e c e c e e e 1150=
S20=C 1188=C
53@0=C---~-~ LECTURE DU MAILLAGE-~~=====~=m~em e cornwec e e e 1170=
540=C 1180=
550= READ (19,1) NP,NE,NLI,NLP 1190=
560= 1 FORMAT (4I5) 1280=
578= DO 19@ 131 1218=
580= READ (10, 2) X0, 1), xe2. 1)

568= 188 CONTINUE

60C= 2 FORMAT (2E14.7)

610= READ (10,3) (C(IE(L,N),1=1,3),N=1 NE)

620= READ (19,9) (LICI), I=1,NLD), LP(I) I=1,NLP)

630= 3 FORMAT (315)

640= @ FORMAT (515)

650= Q=2xNP+NE

66@= WRITE (11,1) NP,NE,NLP,NLI

670=C .

geg=g ----- CALCUL DES MATRICES A,B,C-=vr==~=mmeer e e e

Qo=

7e9= DO 28@ K=1,NE »

710=C

720=C INTERMEDIAIRES DE CALCUL

123

X21=X(
X13=X(
X32=X(

-
.~ ..

DJ=X21%Y31-X13%Y12
EPS=DJ/ABS(DJ)

CALCUL DE LA VITESSE NON PERTURBEE

XB=(X(1,M(1))4X(1,M(2))¢X(1,M(3)))/3
YBa(X(2,M(1))+X{2,M(2))+X(2,M(3)})/3
D=( XBx22+YB&k%2 ) %2

AIK=1-( XBxe2-YB222)/D
A2K=-2xXBxYB/D

ECRITURE SUR LE FICHIER BVITN
WRITE(13, 12)1A1K, A2K

CALCUL DE LA FORCE DE VOLUME

Lo=t®
X1=0

EX=8.
EY=8.

S[GMa1
DO 123 MM=1,2
1F(MM.EQ.2) SIGMa-1
RAC=XB&XB+( YB-SIGM )% ( YB-SIGM)
EX=EX-2#S[GM#LG*XB/RAC/SART (RAC+LGALG )
EY<EY-24SIGMALGX( YB-SIGM)/RAC/SORT(RAC+LG4LG)
CONT INUE
X[=21/2.905
Fi=EY&X[
F22-EX&X1
ECRITURE SUR LE FICHIER BFORC
WRITE(14,12) FI,F2
FORMAT(2E14,7)

CONT [NUE

STOP

END

5" 9Y



108-TRA, TEQ,CM50000.

11¢=ACCOUNT ,PROJET,DCTGE, PETUDE,C146.
12@-ATTACH,L1B,BENSONBIB, ID=BIBLI.
136=-LIBRARY(LIB).

140=ATTACH, TAPE19,BFICH1, ID=GEPAN.
1S@=ATTACH, TAPE14,BFORC, ID=GEPAN.

160sFTN.
170-LGO.
180=%XEOR
160~

eoo-cxttxxxxxxxtxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxtxxxxtxxxxxxxxxxxxxxt
210+CXXxXx TRACE BENSON DU CHAMP DE VITESSE NON PERTURBEEXXXXXXX

PROGRAM TRACE(TAPELQ, TAPEL4)

CALL TRAS(X,Y,9)

730+
740«
750+
760+
770-
780+
790+
800+
810+
gze-

-220+CXxx¥Xx ET DU CHAMP DE FORCE LXXXELX
533'CX**X"!!X&X!!XX!!!XX!tl!l‘l!‘*t!t!tl!lllltlli!!!!!xxx!!!t!t!l
. 240-C
258+Cm-=m= DECLARATIONS ===~ -~=meme—eesscer o e o sssomo oo
260@+C
27@. REAL Xx(2,61),X1,YI,V(2,92),F(2,92)
ggg'c INTEGER NP NE NLI NLP.IE(3 92),LP(18),L1(20)
‘ g?g'g ----- LECTURE DU MAILLAGE--=~==—==r~=esv-rsnrccccooconccown
320- READ (10,1) NP,NE,NLI_NLP
J330. 1 FORMAT (415)
340+ DO 180 I=i,NP
J50- READ (10.,2) X(1,1),X(2,1)
360 108 CONTINUE
J70- 2 FORMAT (2E14.7
380- READ (10,3) ((IE(I N),I4,3),N*1,NE)
390= 3 FORPAT (315)
420+ READ (10,4) (LI(I),1I21,NLI),(LP(]1),I=1,NLP)
410~ 4 FORMAT (5IS)
420-C
:33'8----'LECTURE DE LA UITESSE ET DE LA FORCE-------——————========
450' DO 200 K=1,NE
READ (14,2) F(1,K),F(2,K)
470' 200 CONTINUE
490'0
ggg-g ----- TRACE DE LA UITESSE NON PERTURBEE .uussvsasssnnnnssnnnss
-
520« CRLL DPLMAN(SLGEPAN,3L146,2LPB,6LVITFOR, 2LBN,2LBN,
530~ eLBN 1LN
- 540» CALL IBENAC(ID, ID D)
550- CALL ECHEL(2.5,2. 5 49.,3.)
560+C
§?08C-==—=~=CHAMP DE FORCE~--=====--———recc—svccccuccacx
580+C
590« DO 408 K=1,NE
600~ X1=(X(1, lE(t K))+X(1,IE(2,K))+X(1,IE(3,K)))/I
gég- EI;;X(E !E(l.K))*X(a IE(2.K))+X(2,IE(3,K)))/3
630~ CALL CTRAS(XI,YI,F(1,K),F(2,K),E)
640= 400 CONTINUE
650+ CALL PNUMA (55.,10.,9999,0.,0.)
660~ STOP
670e END
680-C
690+C
209» SUBROUTINE CTRAS(X,Y,Vi,v2,E)
?16. REAL X,Y.U1,V2,E

X=X+U1/E

Yev+y2/E

Rs SORT(UI!!EOUEX¥2ﬁP

IF (R.LT.1E-8) RETURN

CeVU1/R

S«ya/R

CALL TRAS(X,Y,1)

CALL BECENS(X,Y,90,30,0.3,0.3,C.5)
RETURN

END
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A6.4

Planche 2
Champ éLectrique - electrodes diamétralement opposies
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Planche 3 - A6.5
Champ de force Ordre 1 04t : Eo N Bn‘»&c‘u’
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738 DO 200 K=1,NE

710eC-----CALCUL DES MATRICES A,8,C

720+C

100=MHD, T209,CM175000, 740Q. READ(14,12)F1(K),F2(K)
112=ACCOUNT ,PROJET, DCTGE ,PETUDE,C146. 758s» READ(13,12) ALK, ASK(K)
120=ATTACH,LIB,CNESLIB, ID=BIBLI. 76@+C

130«ATTACH, TAPE1Q,BFICH1, ID=GEPAN, 77@=C INTERMEDIAIRES DE CALCUL
1402ATTACH, TAPE13,BUITN, ID=GEPAN. 78@+C

150«ATTACH, TAPE14,BFORC, ID=GEPAN, 790 M(1)«1E(1,K) *
160<LIBRARY(LIB). 800+ ncgreIe(2,K)
170=PURGE,BVIT, ID=GEPAN. 81@. M(3)+1E(3,K)

IBO-RETURN BUIT. 828=C

180=EXIT,U 830- XeisX(1,M(2))-X(1,n(1))
202- REGUEST TAPE12,PF . 840+ X13=X(1,M(13)-X(1,M(3))
2108s=F N 850~ X32=X(1,M(3))-X(L,N(2))
220-LG 8608=C

e3e- CATﬁLOG TAPEL2,BVIT, ID=GEPAN,RP*999, 870= Yi2sX(2,M(1))-X(2,M(2))
242=XEOR 880« Y31eX(2,M(3))-X(2,M(1))
250» PROGRAM MHD(TAPE10Q,TAPE12, TAPELS 890 Ya3sx(2,ne))-xw@,n3))
260+ 1,TAPE14) 900=C
Z70=CXXIRLTXXXXAXXIATITXLXLXLRERIXALARRZARIXXXXRXRLELIRXAKELIRRAX 510+ DJ=X213Y31-X133¥12

.280- Ctltt MHD$ECOULEMENT AUTOUR D'UN CYLINDRE X33x 0g@- EPS=DJ/ABS(DJ)

- goe» CALCUL A L'ORDRE 1. 333X 030+C
300-cxtxxxxxxxxxxtxxxxxxxxxxxxx:xxxxxxxxxxxx;xx;xxxttxxxxxxxxxxxx 940+C CRLCUL DE LA VITESSE NON PERTURBEE
310+C 958-C CALCUL DES AATRICES ELEMENTAIRES
320-C 960=C
330-C 970=C CALCUL DE 11K
3482C--—- DECLARATIONS ~====r=-eeccmvacccccncccccanacacaccnnaacae 9g@s I1(1,1)-EPS3vY23/6
350+C 950+ I1(2,11=11¢1,1)

360- REAL X(2,61),XB,YB,D,A1(45796),V(214) 1800:- 11(3,1)11¢3,1)
370- REAL UN(214),UT(214) 1010= 11(1,2)+EPSXY31/6
380+ REAL F1(250),F2(250) 1020» I11(2,2)=11(¢1,2)
390- REAL A1K(100),A2K(100) 1630- I1(3,2)~11(1,2)
400+= RERL X21,X13,X32,Y12,v23,x12,Y12 1040~ I11(1,3)=EPS3Y12/6
410 REAL IL(214),1C(214),11(3,3),12(3,3),J1(3) 150> 11(2,3)+11(1,3)
420+ REAL J2(3), DJ,EPS AIK,ASK,F(214) ,FL,F2 1060+ 11(3,3)=11(1,3)
430 SIG,R,F11,F2l 1070+C

" 44Q= INTEGER IE(3 92) LI€10),LP(20@),NE, NP NLI NLP, TE(122) 1080-C CALCUL DE 12K
450+ INTECER M(J), CPT P,Q1, 02 Q3,Q4,DT, PI, 1090- 12(1,1)=EPSXX32/6
460=C 1100~ 12(2,1)=12¢1,1)
479°C-=m-- INITIALISATIONS~~-- Rttt 1110- I2(3,1)s12(1,1)
480+C 1120- 12(1,2)+EPSXX13/6
490~ DO 2100 I+1,4579¢6 1130~ 12(2,2)=12(1,2)
500~ Al(I)=0. 1140- 12(3,2)-12(¢1,2)

S10= 2100 CONTINUE 1156+ 12(1,3)+EPSKX21/6
520¢ DO 2200 I+1,214 1160- 12(2,3)«12¢1,3)

530. Utl)e=0. 1170= 12(3,3)+12(4,3)

5438= F(I)=0. 1180+C

650+ 2280 CONTINUE 1190-C CRLCUL DE J1K ET J2K

.560=C 1200- J1(1)=EPS2Y23/2
570eC~~-~~LECTURE DU MAILLAGE e b DL 1210 J1(2)«EPSKY3is2
580-C 1220- J1(3)-EPSxYi2/2
590+ READ (10 1) NP,NE,NLI,NLP 1236-C
€00- 1 FORMAT (415) 1240~ J2(1)=EPS¥X32/2
640- DO 106@ I=1,NP 1256e= J2(2)-EPSxX13/2
620+ READ (10,2) X(1,1),X2,I) 1260= J2(3)=EPSEX21s2 -
630= 100 CONTINUE 1270«C -
640~ 2 FORMAT (2E14.7) 1288-C RANCENENT DANS A
650+= READ (10,3) ((1E(I,N),1+1,3),N=1,NE) 129@-C
660 READ (10,9) (LICI),I=31,NLI), (LP(]),I=3,NLP) 1300+ DO 300 1 i, 3
670~ 3 FORMAT ¢31S) 1310~ DO 400 J=4,3
680~ § FORMAT (S185) 1320- 01-0‘(2:"(1)~2)028H(J) 1
g:g-c Q=2ENP+NE e

9 9y



1490-C
1500~

15108~
1520+~
.1530=C
1540+C
1550+C
1560+
15708~
1588«

1590=C
1600~
1610»
1620
1630=C
1640=
1650-C
1660+C
1670C
1680+
1690+~
1784~
1710-
1720+«

1810-0
1820~
1830-
1840~
1850~
1860=
1870-=

Q2=QX(25M(T)=1)+2KMC])
030X (2XM(1)-2)+28M(J)
04-03(2¥N(1)-1)+23N(J)~1

YeARK (K)%12tT, )

M(m)mmlumx(xuaxx J
;+axnamxula 1,3
)

1
A1(02)+A1(A2)I+ALK(K)IXTI(]
A1(Q3)=A1(Q3)+A2K(K)SI1(1
R1(04)=A1(Q4)+A1K(K)IX12(]

400 CONT| NUE

QONTI NLE

L
J
J
J

(
’
2
’

RANGEMENT DANS B

0D 500 11,3
01=QX2XNP+QX(K~-1)+25M(])-1
Q2=032FXNP+OX (K~ 1)+23M(])

AL(Q1)wAL1(Q1)+J1(I)
A1(Q2)=A1(02)+J2(1)
see  CONTI NLE

RANGEMENT DANS LE SECOND MEMBRE

Dl 609 I=1,3
Ql=25M(1)-4
Q2-2%M(1)

F(G1)=F(Q1)-ABS(DJIXFL1(K)I/6
FLa2)e=F(Qg2)~-ABS(DJ)ISFR(K)/6
699 I NLE

200 CONTINUE
RANGEMENT DANS €

0D 768 J=1,NE
bD 888 Is1,NP
Q1 =Q22XNP+QX(J~1)+2X]~1
Q2=2XINPX(2%1-1)+NEX(2X]I-2)+J
Q3=QX2XNP+QX(J-1)+2%1
Q4=2INPX (2] )+NEX(2XI-1)+J

AL(Q2)=A1(Q1)

Al(G4)sR1(Q3)
gee  CONTI NUE
760 QONTI NLE

cAaLcut DE LA QONTR BUTI ON DE LA FRONTI ERE

DO 900 PIsi,2
PsPI~1
IMAX=PENLP+(1-P)SNLI-}
DO 1000 I=1,IMAX
NL)=PILP(I)+(1-PISLIC])
N(2)=PXLPCI+1)+($1~P)SLI(I+)

'RECHERCHE DU NUMERO DU TRIANGLE
. nocé%oe Nel,NE

-9

DO 1200 J-1,3
IF (M(1).€0.1E(J,N)) CPT=CPT+1
IF (M(2).EQ.IEC(J,N)) CPT=CPT+4

1960+ 1200 QONTI NLE

1978- IE (CPT.EQ. ax G3K)1300
1980+ 1100 QONTI NLE

1990+ §300 OZNI'I NUE
2000 w o

2010+C .

2020+C CALCUL ET CHARGEMENT DANS B
2030~ X122%X(1,M(1))=-X(1,M(2))

20400 Yi2oX(2,M(1))-X(2,A(2))

2050+ G1-0%X2XNP+QX(K-1)+23M(1)~1
2060+ Q2-0X2sNP+QE(K-1 )+22IM(2)~1
2870+ 03-QX2XNP+QX (K-1)+23M( 1)

2080+ G4=0%23NP+QX (K~1 )+23M(2)
2080e«C : -
2100+ A1(Q1)=A1(Q1)-Y125(2%P~1)/2
2110+ A1(Q2)*A1(G2)-Y128(2%P-1)/2
2120+ A1(GI3)=A1(QI)+X128(28P-1)/2
2130« AL(G4)°R1(Q4)+X12%(28P-1)/2
2140sC .
2150+ 100 CONTINLE .
2160+C
2170« 980 CONTI NLE
2180+C
2190=C
2200+C--~--REGULARISATION DU SVSTEHE LINEARIRE
2210+C
2220sC
223e-C ON FI XE LA PRESS ON DU TR.ANGLE 10 A 9.
2240+ 0D 3900 1-10
2250+ A1(QX(23NP49)41)0,
2260+ A1(Q8(I-1)+23NP+10)=0,
2270« 3900 CONTI NE
gggg-c AL(QE(2INP+9)+2XNP+10 )1 .
2300+C~~~-- VISUALISATION [OES MATRICES A , B, C----mccccccmcmnean
231@eC~=n=m RESOLUTION DU SYSTEME LINERIRE -
2320+C
233esC
2340- CRLL IMMGJ(A1,GQ, DT.IL,IC.O)
2350= I'F (DT.EQ.@) URITE (1%,4)
2360+ 4 FORMAT (2X,¥~===e==—ee MIRI CE SINGULIERE..CA GHE....

%)

2370+ 0O 1408 J
2380- Do 1500 !-1
2390- VJ)eU(J)+AL(OXCI-1 )+JISF(T)
2400+ 1500  CONTI NUE
g4ég-c1400 QONTI NLE

4 a

430-G - - -- ECR TURE [ES RESULTATS SLR QUTPUT ET BVIT-=--- —emmemme
2440+C -

2450- DO 1600 I=1. NP

2460 URITEC12,12) v(Is2-1), ve@sn
2470- 1600 NLE

2486+ 12 FORMAT (2E14.7)

2490+ P1=2ENP+1

2500 DO 1700 1sPI,Q

2510 Je1-2XNP

2520. WRITE (32,12) W(I)

263@= 1708 CONTINUE

2540. STCP

£ 9v



760
109=MHD, T100,CM100000. 170
110-ACCOUNT,PROJET,DCTGE ,PETUDE,C146. 780+C
120¢ATTACH,LIB,CNESLIB, ID=B1IBLI. 790+C
130«ATTACH, TAPE12,BULIT, ID=GEPAN. 800+
1405ATTACH, TAPE10,BF ICHL, 1D=GEPAN. 810-
150+-LIBRARY(LIB). 820+
16@+PURGE ,UITCDG, ID=GEPAN. 8308:C
170=RETURN,VITCDG. 840-
180EXIT.U. 850-
190=REQUEST, TAPE20, PF. 860:C
200+PURCE, COODCDG iD-GePAN. 870+
210+ RETURN ¢oODCDG. 880+C
220°EXIT 890+«
23e» REOUEST TAPER21,PF., 900~
248- FTN. 910-
250160, 920 300
260+CATALOG, TAPE20O,VITCDG, ID=GEPAN,RP=999. 930=
270=CATALOG, TAPE21,C00DCDG, ID- GEPﬂN RP=999. 940 12
280=XEOR 950=- coe
290+= PROGRAM MHD(QUTPUT, TRPE1@, TAPE11~-0UTPUT, TAPEZ2O 960+
300~ 1,TAPE21,TAPELR) 970+=
310-cxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxtxxttxxxx:xxxxx:xxxx 930'!509
320=Cxxxx CALCUL DE LA V] TESSE AU CENTRE DE CHAQUE Xx%3,
33@eCxxxx T PAR UNE mMETHODE D LNTERPOLATLON 0333

g;g-gxxxxxxxsxxxxxtxxxxxtxxxxxxxxxxtxxxxtzxxxxxxxxxxxxxxxxxxx:xxx
-

390+C
490+C

4100C==-=- DECLARATIONS-=~==remecsmocmccmecmcm e ee e mmm e~
420-C

430- REAL x(2,61)

449« REAL VU(184)

4500 REAL XE! %X13,%X32,v12,v23,X12,v12

460- REAL VIP(184)

470s REAL IL(214),IC(214) 11(3,3),12(3,3),J1(3)

480+« REAL J2(3),DJ,EPS,Aik,R2K F(214),F1,F2

430+ REAL S1G, R,Fll FBI

500+ INTEGER ZE(3 92), LI(lO) LP(20),NE, NP NLI NLP,TE(122)
gég'c | NTECER m¢3),CPT,P,.Q1, 02 03,04,D7T,PI1,Q

§3@eC~--- INITIALISATIONS-- S
540+C

gzg-g ----- LECTURE DU MAILLAGE====--c=—=o—-=memococmcommmcomcee
570= READ (10,1) NP,NE,NLI, NLP

580« 1 FORMAT (41S5)

5950 DO 100 I1+1,NP

600° READ (10 2) X(4,0),%X(2,1)

610« 108 CONTIN

€20 2 FORMAT (2E14.7)

630- READ (10,3) ((IEC(I,N),I»1,3),N=1,NE)

640 READ (10,9) (LICI), I« ,NLI),(LP(]I),Is1,NLP)

€50= 3 FORMT (315)

660~ O FORMAT (S515)

670 Q= 2ENP+NE

680« WRITE (11,1) NP,NE,NLP,NLI

ggg'c READ(12,12)(U(1),I=1,122)

7102C--==~CALCUL DES MATRICES A,B,C

720+¢

739- DO 20@ Ke=1,NE

740.C

750. KK=23K-1

-

VIP(KK)+0.

VIP(KK+1)=9

I NTERAEDI Al RES D&: €ALCUL
MeLd=1€(1,K) K
MK2)=1E(2,K) .
M(3)=IE(3,K}

XBe(X(1,M(1))eX(1,M(2))+X(1,N(3)))/3
YBe(X(2,M(1))+X(2,M(2))+¢X(2,M(3)))/3
ECRITURE SUR LE FICHIER COORCDG
WRITE(R21, 12)XB,YB

DO 3ee 1=
UIP(KK)-UIP(KK)#U(&!H(I) -1)/3
VIP(KK+1)sVIP(KK+1)+U(28M(1))/3
CONTI NUE

URITE(20,12) VIP(KK),VIP(KK+1)
FORMAT(2E€14.7)

CONTI NUE

ST
END

9y
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Planche 4 A6.10

Vitesse de perturbation \
Ondre 1 I

o

$




A6.11

aN3

d01s

(°9°°2'0868° ‘@1 "SSIVWNND 1Y)
3NNTINOI

INNILINOD
(S'2°'2°9°29°0E B 1A IXISNIII8 T'W)
¥/868=S

¥/vy=7

. < 89*88+YY*YY ) LUDS=Y

. (1 TAIXISYEL 1D
88+1A=14

Yo+ IX=1X
QN\~.lN.m_>'tonmoo.\xN¢nmm
82/t 1-1%2)dIAYKIIS+B1/ Al v=bY
Q/TARIX$Z-=N2Y

2086
oee

Q/¢ CTARTA=IXXIX)= 1 )=X1Y =91¢
Z¥E(TARTA+IX*IX)=d =08/
('e’*i’1'8’1'0’'@l ‘@ 1A’ IX)SN3J3@ 119D =209

(1)8A=14 =089

(1)8X=1X =9/9

26°1=1 228 0Q =899

@=N9lS (2°03°M)3l =859

1=W91S =379

2’1ar ge6 0d =3€3

=829

IONTINOD @29 =813

(1HIBA(1)8X (2'12)Qv3Y =009

26°1=1 @e9 07 =085

dlA (S°82)10v3Y =085

(*€°°9$’'9°279'2)73H33_1¥) =0/5

(Q17q1 'Q1 /¥N3B] 1792 =895

‘ (N7 'NBIZ =855
NG1Z‘NETZ SISSILIATE ‘842 S 116 NVAI01S INUHTEA T16D oS
- -------3SSILIA 3q dWVHI NQ 3DVYL------I=025

3=815

3NNIINOD @eZ2 =00S

L°¥132) lYKWY¥03 S =08r

ﬁn.N.>\qn._. (S°11) Quy =@8¥

19'i=1 8@z 6Q =Ly

J=09¢%

B it bbbttt -— ~§38S311A S30 WNLIIV---~-J=0SP
J=0v¥

(S1S) Lukd¥0d ¢ =QEY

(dIN"L=FCId T EEINT L= CINET) (P °81L) QU =@2¥

(SI€) lvR¥0d € =2y

(IN‘EaNCE I=T I(N"1)31)) (E’BL) Q¥3Y =00¥

(£°¥132) LUWH0d 2 =06¢E
3NNIINGD g8l =28E

(1°23X°¢1 X (2°91) Qu3y =0LE

dN’|=] 881 04 =09€

(S1¥) LUWN0S | =9SE

dIN'TIN'IN'GN (1 8() QY =BrE

J=0EE

—————————————— - - -=~=39¢TIYH NQ um:humJnnpacu 02€E
J=8lE

8- 182 .QN.mJ (26°'€931° AJz TIN"IN‘dN ¥393IN1 =08€

.Novm> Awovmx .vmhvm~> W3 =062

S Y1 N IR IX C19°2)X W =082

J=0.L2

——mr e m—— B ettt —————— --mzo~»¢m¢4uuonunuuuanmw
EEEERREXRREEEXERREERETRREERERERRREREEREE X ENE R AR RRAF RN KRN I=Q ¥
FEPEXEEN INDLINSIN ANINITN0DI3I TXXX¥%)=SES
=@OB XX XNREN 13 T31IN31I0d INIWITNGI3 NOSNIG IovYH]L  *rexxe)=RE2
2OSBFETERERRARRREREERR RIS EEXRATRRXNXBERNNRERXREERXAER AN XX EREXXEX)=022
=@¥8 (123dv1’'923dvl ' 1 13¢V¥1’013dvl )3TV WYHD0dd =0{2
=Q€8 ¥0I*=pee
=@28 ‘0971=81
=018 *‘NYd39=01 ‘9030002 ‘ 1234Vl ‘'HIVL1VY=081
=008 *NYd39=01'9Q311A'823dv1 'HIVLilv=BL1
=06L "E=4 (Y INLI=0T!
=28/ .z«mmouo~.»_>m~__ma<h.zuckpcncm~
=0/ *Nyd39=qQ1 ' 1H3148°813dV1 "HIV1lv=E¥|
=09L .gm~4v>m¢mm~J'em_
=Q@S, .ng—muo~ mumzowZNm m~4 HIV1liv=02|
L1204 *Sp13°30N13d°39.94° 13r0¥d ' INNGIJV=B11
=Q€/ '000881=K3’'00 1L ‘'YHL=001

=@2L



Pl anche 4bis : y A6.11bis
Ecoul enent Pgtsﬁ?ttia?]ltx___p1=o’3 .
!
1
I !
! !
!
! ,
17 o
d {
! f {7 Lot
| f A
g ] "»é {'
! P ffl
| i TR
| I
] | i\\
Voo
} ! ! LN
: \ }'*\j .
} k RS Bt
v T
4
{
Y
!
) 1
A
I



1ee=MHD, T100, CM'00BR8.

1 1@=ACCOUNT, PROJET, DCTGE, PETUDE, C146,
128=ATTACH, LIB, CNESLIB, ID=BIBLI.
1390=ATTACH. TAPE'!@.BFICH!. ID=GEPAN.

14Q=L IBRARY(LIB).
150=PURGE, BVI TN, 1D=GEPAN,
16@3RETURN,BVITN.

170=EXIT,U

190=REQUEST, TAPE1 3, PF,
190=PURGE, BFORC, ID=GEPAN.

293=RETURN, BFORC,

210=EX[T,U

228=REQUEST, TAPE14, PF

23@aFTN.

240=LG0.
256=CATAL0G, TAPE!3, BVI TN, ID=GEPAN, RP=Q09.
26@=CATALOG, TAPE14,BFORC, [D=GEPAN, RP=09Q.
270=»E0R

288= PROGRAM MHD(OUTPUT, TAPE!@, TAPE1 1 =0UTPUT, TAPE!3

29@= [, TAPE14)

30B=CARARAABASKRERAR L RRRRRREA R KRR ER KA RAAKKERRRRRAREAKRRKNSRAR KRR
310=Caxxx FORCE DE VOLUME CREEE PAR 2 ELECTRODES +v, -V

320=Cxx2x DE LONGUEUR FINIE LG

338=Cakas ORDRE [#RM SOIT: E ELEC X B INDUIT
F4B=CRRAREAXRKRARKRRNRAKRRK KRN KEKAKARRRKKE KRR RKERKRKRKRFRARARE KRR
358=C

3668=C

370=C »

3803L--~~- DECLARAT[ONG~==m v e e e e
398=C

408= REAL X(2,61)

418= REAL VYN(214),VT(214)

420= REAL X21,X13,X32,Y12,Y23,X12,Y12

438= REAL [L(214),1C(214),11¢3,3),1{2(3,3),J1(3)
449= REAL J2(3),DJ,EPS, AIK, A2K,F(214),F1,F2
458= REAL SIG,R,F1], F2l

460= INTEGER lE(3,82),L1(10)

470= INTEGER #(3),CPT,P,Q1,Q2,Q3,04,0T,P1.,Q
490=C

490sC-~----~ INITIALISAT IONG -~ == m e e e
508=C

51@sC-~--~ LECTURE DU MAILLAGE -~=--~vocmcmmcc e
52@=C

538= READ (1@,1) NP, NE NLI,NLP

54@= 1 FORMAT (418)

S50= DO 100 [={,NP

5608= READ (1@.2) Xt1,1),x(2,1»

§78= 100 CONTINUE

58e= 2 FORMAT (2E14.7)

5Q8= READ (18,3) ((IE(I ,N), I=1,3) N={ NE

608= READ (18,€9) (LICD), I=1 NLI), ¢LPCID)

610= 3 FORMAT (315!

628= @ FORMAT (5][5)

63@= G=2xNP+NE

B648= WRITE (11,1) NP NE _NLP N.]

€58=C

g6@=C”

670= DO 208 K=1,6NE

68@=C

69e=C INTERMEDIAIRES DE CALCUL

7ee=C

71@= M(1I=]EC(t, KI

720= M(2)=lE(2,K)%

,LP(20),NE, NP NLL,NLP, TE( 122)

123

M(3)1=1E(3,K)¢

X21=X(1,M(2
X13=X(1,M01
X32=X{1,M(3

Y12aX(2,M01))1-X(2,M(2))
Y31=aX(2,M(3)1-X(2,M(1))
Y23=X{2,M(211-X(2,M(3))

DJ=X214Y31-X13xY12%
EPS=DJ/ABS(DY)

CALCUL DE LA FORCE DE VOLUME

LG=19
X[=0
EX=0.
EY=0@.
SIGM=1
DO 123 MM=1, 2"
IF(MM,.EQ.2) SIGM=-1
RAC=XBxXB+(YB-SIGM )% (YB-SIGM)
EX=EX~24SIGMxLGxXB/RAC/SART(RAC+LG*LG)
EY=EY-28SIGM2LGA( YB-SIGM)/RAC/SQRT(RAC4LG=LE)
CONT [NUE
R=SQRT(XBaXB+YBaYB)
COTE=XB/R
SITE=Y8/R
IF(COTE.LT.@) SIG=1
IF(COTE.GT.9) SIG=-1
[F(ABS(COTE).LT.1,E-7) X![=0. ,
IF{ABS(COTE),BT.1E-7)
XI=ATAN( (R+SITE )/COTE)+ATAN((R-SITE)/COTE) -
SIG23.14150265/2.0885
XI=XI#LG/SQRT{RaR+LGxLG)
Fi=EYax]
F2=-EXxXI.
ECRITURE SUR LE FICHIER BFORC
WRITE(14,12) F1,F2
FORMAT(2E14.7)
CONTINUE
STOP
END

I93L 19V
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Planche 5 -
Champ de. forces ondre IR
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’ A6.13
Planche :
Vitesse de perturbation ondre R
f =
&5
%
P v
*a
]
i Xy . I
r'd
/ 7
i ‘/l >
Ji
1 >
| i.
§ , )
1 \

& ™

Pex



19@=MHD, T188, CM1 029088,

1 18=ACCOUNT, PRQJET, DCTGE, PETUDE, C146.
12@=ATTACH,L18B,CNESLIB, ID=BIBLI.
13@=ATTACH, TAPE1@, BF ICHI, ID=GEPAN.

14@=L [BRARY(LIB),
150=PURGE, BVITN, [D=GEPAN.

168=RETURN, BYITN

178=EXIT, U.

180=REQUEST, TAPE13,PF

1 88=PURGE, BFORC, ID=GEPAN.

200=RETURN, BFORC

210=EXIT, U,

220=REQUEST, TAPE14, PF.

230=F TN.

248=L6G0.
25@=CATALOG, TAPE13, BVITN, 1D=GEPAN, RP28Q9.
26@=CATALOG, TAPE14,BFORC, IDaGEPAN, RP=G00.

27@=%xEOR

280= PROGRAM MHD(OUTPUT, TAPE1@, TAPE1 1=0UTPUT, TAPE13

298= 1, TAPEt 4)
300SCARREERKAXKEALRBESAERERRKRRXEKRBEAREXEERRRASREERKERERE K SRS K K%
310=Caxxx FORCE DE VOLUME CREEE PAR 2 ELECTRODES +V, -V PEY 3
320=Caxxx DE LONGUEUR FINIE LG [ 213
330=Casxx FORMANT UN ANGLE DE 2sPI/3 ERxk
340=Cxaxx E REEL FINI , B APPLIQUE KKK

362 XXX EARKREKEBAALKRERRKEERRREKRRERRE KRR E AR KL KR ERRARBEEARKEKAE
360=C

370sC

380=C

39@=C-~--- DECLARAT [ONS== === - == === o mm e oo s oo m oo oe
400=C

418= REAL Xt2,61)

420 REAL VN(214),VT(214)

430= REAL X21,X13,X32,Y12,Y23,X12,Y12

440= REAL IL(214),1C(214),11(3.3),12(3,3),41(3)

450= REAL J2(3),DJ,EPS,AIK,AZK,F(214),F1,F2

468= REAL SIG,R,F11,F2]

470= INTEGER I1E(3,02),L1(1@),LP(201,NE,NP,NLT,NLP, TE(122)
480~ INTEGER M(3),CPT,P,Q1,Q2,03,04,07T,.P1.Q

508=C ~~-=- INITIALISATIONS === mmmm o e _—— mm———m e ‘
518=C

$20+C----- LECTURE DU MAILLAGE==-===m=m==m=mm==m e LR B
548= READ (1@,1) NP,NE,NLI,NLP

558= 1 FORMAT (415)

S68= DO _1@e =l NP

578= READ (1@,2) X(1,1),X(2,1)

S80= 12@ CONTINUE

5Q8= 2 FORMAT (2£14.7) .
cee= READ (1@,3) (CIECI,N), I=1,3),Ns1,NE)

§10= READ (1@,8) (LICI),1=1,NLE), (LPUT), I=1,NLP)

§20= 3 FORMAT (315)

638= 8 FORMAT (515%)

6403 Q=2aNP +NE

658= WRITE (11,1) NP,NE,NLP,NLI

66@=C

§79sC~--=~ CALCUL DES MATRICES A,B,C--~=====-===mmmm—mcmmeeeeee
68@=C

660= DC 28 K=1,NE

7009

71@=C INTERMEDTAIRES DE CALCUL

720=C

123

12
200

LISREI 1
M({2)=1E(
M(3)=1E(

1
2
3
X21=X(1,M
X13=X(1,M
X32=X{1,M
M

DJ=X21%Y31-X132Y12
EPS=DJ/ABS(DJ)

CALCUL DE LA VITESSE NON PERTURBEE

XB=(X(1, M{L))I+X({ 1, M(2))+X(1,M(3)))/3
YB=(X(2,M(1))+X(2,M(2))+X(2,M(3)))/3
D=( XBax2+YB& &2 )% %2

AtK=z1-(XBxx2-YBx%2)/D
A2K=-2xXB2YB/D

ECRITURE SUR LE FICHIER BVITN
WRITE(13,12)A1K, A2K

CALCUL DE LA FORCE DE VOLUME

LG=10
F1=.5236"
EX=0.
E£Y=0.
SIGM=1
DO 123 MM=1,2
IF(MM.EQ.2) SIGM=-1
X=XB+SIN(F1)
Y=YB-SIGM&SIN(FI)
RAC=XxX+YaY
EX=EX~24S1GM2L.GxX/RAC/SART(RAC+(Gxl.G)
EYSEY-22SIGM8LGxY/RAC/SART(RAC+LGaLG)
CONTINUE
X[=1/2.00%
Fi=EY&XI
F2=-EXxX]
ECRITURE SUR LE FICHIER BFORC
WRITE( 14,121 F1,F2
FORMAT(2E14,7)

CONTINUE

STQP
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A6.15
Planche 7 :
Champ 2lectrique (ELectrode a T7/3)
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Planche § :
Crenp de forces (ELectrode a ’"J/B)
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L A6.17
Planche 9 :

Vitesse de pernturbation (éLectrode aT/z) )
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